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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre anéis artinianos Gorenstein e suas propriedades,
com foco nas conexdes com a Propriedade de Lefschetz e os Sistemas Inversos de Macaulay.
Inicialmente, sao introduzidas as teorias dos anéis, algebras e modulos, fundamentais para
a compreensao dos resultados mais avangados. Em seguida, ¢ discutida a construgao dos
sistemas inversos de Macaulay, ferramenta chave para o desenvolvimento da teoria dos
anéis Gorenstein. O trabalho culmina com a exploracao das Propriedades de Lefschetz,
tanto em sua forma fraca quanto forte, enfatizando suas caracteristicas singulares. Os

resultados obtidos contribuem para uma melhor compreensao da algebra comutativa.

Palavras-chaves: Anéis Gorenstein, Sistemas Inversos, Propriedades de Lefschetz.






Abstract

This work presents an study of Artinian Gorenstein rings and their properties, focusing
on the connections with the Lefschetz Property and Macaulay’s Inverse Systems. Ini-
tially, the theories of rings, algebras, and modules are introduced, which are fundamental
for understanding more advanced results. Then, the construction of Macaulay’s inverse
systems is discussed, a key tool in the development of the theory of Gorenstein rings. The
work culminates in an exploration of the Lefschetz Properties, both in their weak and
strong forms, emphasizing their unique characteristics. The results obtained contribute

to a better understanding of commutative algebra.

Keywords: Gorenstein Rings, Inverse Systems, Lefschetz Properties.
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Introducao

A Algebra Comutativa é uma area importante da matemadtica, oferecendo meio essenciais
para a analise de estruturas algébricas. Neste contexto, os Anéis Artinianos Gorenstein
e as Propriedades de Lefschetz emergem como um objeto de estudo de grande relevan-
cia para a area, nao apenas por suas importantes propriedades, mas também por suas

aplicagoes em outras dreas da matematica, como geometria e combinatoria.

Este trabalho visa explorar os Anéis Gorenstein, com um foco especial nas suas carac-
terizagoes, construidas por meio de conceitos dos Sistemas Inversos de Macaulay. Além
disso, também sao abordadas as Propriedades de Lefschetz Fracas e Fortes e suas carac-
terizacoes. A escolha desse tema se justifica pela importancia crescente das Propriedades
de Lefschetz no desenvolvimento de pesquisas contemporaneas, relacionando-as principal-

mente as areas de algebra, geometria e combinatoria.

A primeira parte deste trabalho serd dedicada a fundamentacao tedrica, onde apre-
sentaremos os conceitos basicos de anéis, algebras e modulos, estabelecendo um alicerce
necessario para a compreensao dos tépicos subsequentes. Na sequéncia, abordaremos a
construcao dos Sistemas Inversos de Macaulay, que sao de extrema importancia e rele-
vancia para a andlise de anéis Gorenstein, que é o assunto referente a terceira parte deste
trabalho. Por fim, discutiremos as Propriedades de Lefschetz, tanto em sua forma fraca

quanto forte, destacando suas propriedades.

Através deste estudo, pretende-se nao apenas apresentar resultados teéricos, mas tam-
bém fomentar uma reflexao critica sobre as interagoes entre os diversos conceitos aborda-
dos, contribuindo assim para um entendimento mais profundo da estrutura e das propri-
edades dos Anéis Artinianos Gorenstein e das Propriedades de Lefschetz. A expectativa
é que este trabalho sirva para estudos a nivel de iniciacao cientifica, ampliando o entendi-
mento sobre anéis artinianos Gorenstein e Propriedades de Lefschetz e contribuindo para

o desenvolvimento continuo da matematica.
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Preliminares

2.1 Teoria dos Anéis e Algebras

Definigao 2.1.1. Seja A um conjunto ndo vazio munido com duas operagoes: uma adi¢do
(+) e uma multiplicagio (%). Dizemos que (A,+,%*) é um anel quando para quaisquer
a,b,c € A, tivermos:
i) (A, +) é um grupo' aditivo comutativo;
i) (Associatividade da multiplicagio): a* (b c) = (a*b) x c;
iii) (Distributividade da adicio d esquerda): a (b+c¢) = (a*b) + (a*c);
vi) (Distributividade da adi¢io a direita): (a+b) xc= (axc) + (b*c).
Exemplo 2.1.1. O conjunto dos niumeros inteiros Z,, munido das operacoes usuais de
adi¢do e multiplicacdo, € um anel. De fato:
e (Z,+) € um grupo aditivo comutativo, pois:
— A adicao em 7 é associativa e comutativa,
— FEuziste o elemento neutro 0 € Z;
— Para cada a € Z, existe —a € Z tal que a + (—a) = 0.

e A multiplica¢io é associativa, ou seja, para quaisquer a,b,c € Z, temos a - (b-¢) =
(a-b)-c.

o A multiplicacdo é distributiva em relacao a adicdo, tanto a esquerda quanto a direita:
a-(b+c)=(a-b)+(a-¢c) e (a+b)-c=(a-c)+(b-c).

1 Seja G um conjunto nio vazio munido de uma operacio (). Dizemos que G é um grupo se, para todo

a, b, c € G, tivermos:

i) (Associatividade): a  (b*c) = (a*b) x ¢;

ii) (Elemento neutro): axe =a=ex*a, Ve € G;

iii) (Elemento inverso): axb=e=bx*a, Ve € G.
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Definicao 2.1.2. Seja A um anel e B C A nao vazio. Dizemos que B é um subanel de

A quando, munido com as operacoes de A, B € anel.

Exemplo 2.1.2. Considere A = 7Z o conjunto dos nimeros inteiros com as operagoes
usuais de adigao e multiplicagio, e o subconjunto B = P = {2n | n € Z}, ou seja,
o conjunto dos numeros pares. Vamos provar que P estd contido em Z e que, com as

operagoes herdadas de 7, P é um anel.

e Inclusao: Para todo a € P, por definicio, a = 2n para algum n € Z. Como Z €

fechado em relacao a multiplicacao por inteiros, 2n € Z. Logo, P C Z.
e Verificagdo das propriedades do anel:
— Fechamento em relacao a adigdo: Se a,b € P, entdo a = 2n e b = 2m para
alguns n,m € Z. Assim, a +b=2n+2m =2(n+m) € P.

— Fechamento em relagdio a multiplicagdo: Se a,b € P, entdo a = 2n e b = 2m

para alguns n,m € Z. Assim, a -b = (2n)(2m) = 4nm = 2(2nm) € P.
— Neutro aditivo: O neutro aditivo em Z € 0, e como 0 =2 -0, temos 0 € P.

— Oposto aditivo: Para todo a € P, a = 2n para algum n € Z. O oposto de a em
Z é —a=—2n=2(—n) € P.

— Associatividade da adi¢io e multiplicacio: FEssas propriedades sao herdadas
diretamente de 7., pois P C 7.

— Distributividade: A distributividade também € herdada de 7, ja que P utiliza
as operagoes de 7.
Assim, P é um anel com as operacoes herdadas de 7. e, portanto, é um subanel de 7Z.

Definicao 2.1.3. Seja A um anel. Se A conta com elemento neutro para a multiplicagdo,
isto €, se existe um elemento 14 € A, 14 # 04, tal que ax 14 = 14 % a = a, qualquer que

seja a € A, entdo se diz que 14 € a unidade de A, e que A € um anel com unidade.

A partir daqui, vamos assumir que todos os anéis tém o 14, ou seja, que todos sao

anéis com unidade.

Definicao 2.1.4. Seja A um anel. Um elemento a € A é chamado de

e divisor de zero se a # 0, e se existe b€ A;b # 0 tal que ab = 0.
e nilpotente se a" = 0 para algum n € N.

o idempotente se a’> = a (e portanto, a" = a para todo n € N).
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Definigao 2.1.5. Seja A um anel. Dizemos que A é

comutativo se a multiplicacio é comutativa, isto €, se axb="bx*a, Va,b € A.

e corpo Se A € comutativo e todo elemento ndo nulo de A possuir inverso multipli-

1:1A

cativo. Isto é, para cada a € A nao-nulo, existe a=* tal que, a * a~
e dominio de integridade se A é comutativo e ndo possui divisores de zero.

e reduzido se nao tem nilpotentes além do zero.

indecomponivel se seus unicos idempotentes sao 0 e 1.
Proposicao 2.1.1. Todo corpo é um dominio de integridade.
Demonstracao. Seja A um corpo. Suponha, por contradi¢cdo, que existem a,b € A dois
elementos nao nulos tais que ab = 0. Como um corpo tem inversos multiplicativos, entao

altxab=a"t%0
= 1axb=0
=b=0

Isso é uma contradicao, porque assumimos que b era nao nulo. Portanto, em um corpo,
o produto de quaisquer dois elementos nao nulos nao pode ser zero. Isso mostra que todo

corpo ¢ um dominio de integridade. O
Definigao 2.1.6. Seja A um anel e I um subconjunto de A. Dizemos que I é um ideal
de A quando temos:

i) x—y€elVr,y€el;

i) axx €l exxaecl, Vrel eVae A
Exemplo 2.1.3. No anel Z, para qualquer inteiro n, nZ = {0,4+n, £2n, ...} é um ideal
de Z.. De fato:

o Se x,y € Z, entdo x = rm ey = sn, para convenientes inteiros r e s. Logo,

r—y=1rn—sn=(r—s)n, em quer — s € inteiro. De onde, x —y € nZ.

e Sejam a € Z e x € nZ; entdio x = ng, q € Z, e, portanto, ax = a(nq) = (aq)n, em

que aq € inteiro. O que mostra que ax € nz.

Definicao 2.1.7. Sejam I e J ideais em um anel comutativo A. A soma dessses ideais

¢ o subconjunto de A indicado por I + J, e definido como:

I+J={x+y:z€l, eyeJ}



22 Capitulo 2. Preliminares

Proposicao 2.1.2. Se I e J sdo ideais de um anel comutativo A, entao:

i) I+ J contém I e J.

ii) Todo ideal em A que contém I e contém J também contém I + J.
Demonstragio. i) Seja x € I. Comoxz =x+0,e0 € J,entdao x € I+ J, logo, I +J D I.
Analogamente, seja y € J. Comoy=y+0,e0¢€ [, entaoy € I + J, logo, I +J D I.

ii) Seja L um ideal em A tal que L D I e L D J. Devemos provar que todo elemento
de I+ J também é um elemento de L. De fato, se r € I+ .J, entaor = x+y, tal que z € [
eyeJ. ComoL DI,entdo x € L; e como L D J, entdo y € L. Logo, x +y =1 € L,

como queriamos demonstrar. O
Definigao 2.1.8. Seja A um anel comutativo com unidade:
e Seja X = {x1,x9,23,...,x,} um subconjunto de A. Definimos o ideal gerado por
X de A como (x1,xa,...,2,) = {a121 + asxy + azxz + ... + apy; v; € A}

e Um ideal I de A ¢é dito ideal principal quando I =< a >= {x x a;x € A} para

algum elemento a € A.

e Um ideal I de A € dito finitamente gerado quando existem aq,as,...,a, € A tais

que I =< ay,as,...,a, >.
Definicao 2.1.9. Sejam I e J dois ideais de um anel A. O conjunto:
(I:J)={xcA:(z-b)el,Vbe J}
E chamado de condutor de J a I.

Exemplo 2.1.4. Seja A = Z o anel dos niumeros inteiros, com os ideais I = 67, e
J =3Z. O condutor de J a I € o conjunto x € Z tais que x x b € 6Z, para todo b € 37,

ou seja, 3x deve ser multiplo de 6. Isso implica que x deve ser multiplo de 2, logo:
(6Z :3Z) =27

Proposicao 2.1.3. Seja A um anel e I um ideal de A. Se o anel possui unidade, e se

algum elemento inversivel do anel pertence a I, entdo I = A.

Demonstracio. Como I C A, basta mostrar que A C I. Para isso, tomemos um elemento
genérico a do anel. Temos que a = a -1, onde 1 ¢ a unidade do anel. Tomando-se um
elemento inversivel u € I, o que é garantido pela hipdtese, entdo, para algum v € A,
uv = 1. Portanto,

a=a-1=a(uw) = (av)u
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Observando-se que av € A e u € I, entdo a = (av)u € I. Se todo elemento de A pertence

a I, entao A C J, como queriamos demonstrar. n

Definigao 2.1.10. Seja A um anel e I C A um ideal. Definimos a relag¢io de congruéncia
modulo I em A por

a=b (modl) <= a—-bel.

Essa relagdo € uma relacao de equivaléncia em A, cujas classes de equivaléncia sdo cha-

madas de classes laterats do ideal I, denotadas por uma das sequintes formas:
a+Il=a modl=aecA/l, (a€A).
O conjunto dessas classes laterais é denotado por A/I, isto €,
A/l ={a+1|ac A}.

Definimos sobre A/I as operagoes de soma e multiplicagio dadas por:

i) (a+ 1)+ (b+I1)=(a+b)+1I, Va,beA;

ii) (a+1)-(b+1)=(a-b)+1, Va,be A

FEssas operagoes estao bem definidas, ou seja, se a =a’ (mod I) eb="V (mod I), entao:
(a+ 1)+ b+D)=W@+D+O+1), (a+I)-0+I)=(+1I) - +1).

Isso decorre do fato de que I é um ideal, garantindo que as operagoes nao dependem da

escolha dos representantes das classes.

O conjunto A/I, munido dessas operagoes, forma um anel, chamado de anel quoci-

ente de A por 1.

Exemplo 2.1.5. Considere o anel A =7 e o ideal I = 57, com as operacoes de adi¢ao

e multiplicacao usuais. Temos que:

0+7={.,—15-10,-5,0,5,10,15,..} = I

1+1=1{.,—14,-9,—4,1,6,11,16, ...

241 =1{.,—13,-8,-3,2,7,12,17, ...

34+1={.,-12,-7,-2,3,8,13,18, ...

—— = e e

A4+1=1{.,—11,-6,—1,4,9,14,19, ...

5+1={..,-10,-5,0,5,10,15,20,...} =1
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Portanto, o anel quociente de A por I ¢ AJT ={I,1+ 1,2+ 1,3+ 1,4+ 1}.

Sendo AJT ={I,1+ 1,2+ 1,3+ 1,4+ 1}, sao alguns exemplos de adi¢io entre seus
elementos: (2+1)+(1+1) = (2+1)+1 = 3+1, e 2+1)+(4+1) = (24+4)+1 = 6+1 = 1+1.

Sendo AJI = {I,1+ 1,2+ 1,3+ 1,4+ I}, alguns exemplos de multiplica¢io entre
seus elementos sao: 2+ 1)x1 = 2+ 1)« (0+1) =20+ =0+1=1, ¢
C+Dx4+1)=02«4)+1=8+1=3+1.

Defini¢ao 2.1.11. Sejam A; e As anéis. Dizemos que a fungio f : A1 — Ay € um

homomorfismo quando tivermos:

i) fla+b)= f(a)+ f(b),Ya,b e Ay;
ii) flaxb) = f(a)* f(b),Va,be A;.
Exemplo 2.1.6. Quaisquer que sejam os anéis A e B, a aplica¢io f : A — B, f(x) = 0p,
x € A, é um homomorfismo de anéis, ji que:
e fla+b) =05 =05+05= f(a)+ f(b),
e flaxb)=05=0gx%x0g= f(a)x* f(b).

Definigao 2.1.12. Seja f: Ay — Ay um homomorfismo de anéis. Definimos
e O nicleo de f por Ker(f) ={xz € Ay; f(x) =0}.
o A imagem de [ por Im(f) ={f(z);z € A}.
Exemplo 2.1.7. Considere o anel (Z X Z,®,®) cujas operagoes B e @ sdao definidas por:

(a,b) ® (¢,d) = (a+c¢,b+d)
(a,b) ® (¢,d) = (0,bd).

e considere o homomorfismo f tal que f :Z X Z — Z, com f(a,b) =b. Entao,

e Seja (a,b) € Ker(f). Entdo f(a,b) =b=0. Logo, Ker(f) ={(a,0);a € Z}.

e Como f(a,b) = b, a imagem consiste em todos os valores possiveis de b, onde b € Z.
Assim,Im(f) ={b|beZ} =T7.

Proposicao 2.1.4. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. Entao Ker(f) é um
ideal de A.

Demonstracao. De fato, veja que:
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o Sejam a,b € Ker(f). Entao f(a —b) = f(a) — f(b) =0—0 =0, ou seja, a — b €
Ker(f).

e Sejax € Aea € Ker(f). Entao f(axz) = f(a) * f(x) = 0% f(z) = 0, portanto,
axz € Ker(f).

Assim, Ker(f) é um ideal de A, como queriamos demonstrar. O

Proposigao 2.1.5. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. Entdo f ¢é injetiva se,

e somente se, Ker(f) =0.

Demonstragio. Suponhamos que f é injetiva. Note que 0 C Ker(f), uma vez que f(0) =
0. Resta mostrar que Ker(f) C 0.

Seja a € Ker(f). Assim, f(a) = 0 = f(0), e como, por hipdtese, f é injetiva, segue
que a = 0. Logo, Ker(f) C 0, e por fim, Ker(f) = 0.

Reciprocamente Suponhamos agora que Ker(f) =0, e sejam a,b € A, tais que f(a) =
f(b). Entao,
0= fla) = f(b) = fla) + f(=b) = fla —b).
Logo, a — b € Ker(f) =0, e dai, a = b. Portanto, f é injetiva. ]

Proposicao 2.1.6. Seja A um anel ndo nulo. Entdo, as sequintes afirmagoes sio equi-

valentes:
i) A é um corpo;
i) Os unicos ideais em A sio 0 e A;
iii) Todo homomorfismo de A para um anel nio nulo B € injetivo.
Demonstragdo. i) = ii). Suponha que I # 0 seja um ideal em A. Entdo, existe a € I,

a # 0, que é inversivel, por A ser um corpo. Assim, pela Proposicao 2.1.2, I = A.

ii) = iii). Seja ¢ : A — B um homomorfismo de anéis nado nulo. Entdo, pela
Proposi¢ao 2.1.3, Ker(¢) é um ideal em A. Portanto, por hipétese, Ker(¢) = 0, ou
Ker(¢) = A, o que implica que ¢ é injetivo, pela Proposi¢ao 2.1.4.

iii) = i). Suponha que z seja um elemento em A que nao é uma unidade. Entéo,
(x) # A, implicando que B = A/(z) ndo é o anel nulo. Seja ¢ : A — B o homomorfismo
natural de A para B, com Ker(¢) = (x). Pela hipotese, ¢ é injetivo, o que implica que

(x) =0 e, portanto, z = 0. ]
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Definicao 2.1.13. Seja M um ideal de um anel comutativo A. Dizemos que M é um

ideal maximal se M # A, e se os unicos ideais em A que contém M sdao o proprio M
e A.

Exemplo 2.1.8. Considere o anel Z dos numeros inteiros. Todos os ideais de Z sdo da
forma nZ, para n € Z,. O ideal mazximal desse anel corresponde a todos os ideais pZ.,

onde p € um niumero primo.

Proposigao 2.1.7. Seja A um anel comutativo com unidade, e M um ideal de A. Entdo

M € um ideal mazimal de A se, e somente se, A/M € um corpo.

Demonstracio. Suponhamos que M é maximal. Entdao, M # A e, portanto, 1 + M #
0+ M. Seja x € Atal que x + M # 0+ M. Entao x ¢ M.

Provemos que z + M tem inverso em A/M. Consideremos os ideais (z) e M + (z).
Como M C M+ (x), e M é maximal, temos M+ (x) = A. Logo, 1 € M + (x), e, portanto,
existem m € M et € A tais que 1 = m + xt, onde

1+ M=m+ M)+ (xt+M)=(x+ M)(t+ M)

pelo que o elemento nao nulo x+M de A/M tem inverso t+ M. Como A/M é comutativo

com unidade, entao A/M é corpo.

Reciprocamente, suponhamos que A/M é corpo. Entao 0+ M # 1+ M, onde 1 ¢ M,
e portanto, M # A. Tomemos um ideal I de A tal que M C I. Seja x € I — M. Entao
x+ M # 0+ M pelo que existe inverso de x + M, digamos y + M. Assim,

1+ M=@+M)y+M)=zy+M

onde 1 = xy+z, para algum z € M. Como M C [, temos z € I e, como x € I, concluimos

que 1 € I. Logo, I = A. Portanto M é maximal. O

Definigao 2.1.14. O conjunto de todos os ideais mazximais de um anel A é chamado

espectro maximal de A, e denotado por Specm A.

Definicao 2.1.15. Seja A um anel. Um ideal I C A chamadod de ideal primo se ab € 1
implicar que a € I ou b € I.

Exemplo 2.1.9. Seja Z o anel dos nimeros inteiros. Considere o ideal 27, formado por
todos os multiplos de 2 em Z. Suponha que ab € 27, entdo ab é maltiplo de 2. Se a ¢ 27,
entdo a nao é multiplo de 2, e portanto, b deve ser multiplo de 2 para que ab € 27.
Analogamente, Se b ¢ 27, entio b nao é maltiplo de 2, e portanto, a deve ser maltiplo de

2 para que ab € 27. Além disso, como 27, C 7, 27 ¢ ideal primo do anel.

Definigao 2.1.16. O conjunto de todos os ideais primos de um anel A é chamado es-

pectro primo de A, e denotado por Spec A.
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Proposicao 2.1.8. Todo ideal mazrimal de um anel comutativo é primo.

Demonstragio. Seja M um ideal maximal em um anel comutativo A. Da defini¢do de
ideal maximal, docorre diretamente que M # A. Assim, basta provar que, se a,b sdo
elementos de A tais que ab € M, entdo a € M ou b € M.

Suponha, sem perda de generalidade, que a ¢ M e consideremos o ideal I = (a) + M.

Observemos que, devido a proposicao 2.1.2., I D M.

Como, porém, a € I, poisa = 1*xa+ 0, e 0 € M, e estamos supondo que a ¢ M,
entao I contém propriamente M, e portanto, I = A. Isso implica que a unicidade de
A pode ser escrita como 1 = ra + m, em que re m sdo convenientes elementos de A e
M, respectivamente. Multiplicando-se os dois membros dessa igualdadade por b, temos
b = r(ab) + bm, e assim, temos que b € M, posto que tanto ab como m sdo elementos de

M, como queriamos demonstrar. O

Definicao 2.1.17. Um anel A é chamado de local se possuir exatamente um ideal ma-
zimal, e semilocal se possuir pelo menos um e no mdximo finitos ideais mazximais. Se

A é um anel local com ideal mazximal M, entio o corpo k = A/M é chamado de corpo
residual de A, e denotado por (A, M, k).

Exemplo 2.1.10. Seja k um corpo. Entao seu unico ideal maximal é o ideal nulo. Logo,

k é um anel local.

Definig¢ao 2.1.18. Seja A um anel comutativo. Chamamos de A-dlgebra um anel B
munido de um homomorfismo de anéis f : A — B. Assim, o homomorfismo f deve ser

considerado parte da estrutura da A-dlgebra B.

Exemplo 2.1.11. O anel C dos nimeros complexos é uma R—adlgebra via o homomor-

fismo natural R — C, que envia cada r € R para r + 01.

Exemplo 2.1.12. O anel de polindomios A |xy,xa,...,x,] € uma A-dlgebra via inclusio
A — Ay, xg, .. 2]

Definigao 2.1.19. Um homomorfismo de A-dlgebras é um homomorfismo f : B —
C de anéis, compativel com os homomorfismos base g : A — B e h: A — C, isto €, tal

que o sequinte diagrama comuta (f o g = h):

B

.
A", C

Exemplo 2.1.13. Considere A = C =R, B =C, onde g : R — C, com g(x) = x;
h:R—=R, comh(z)=xzef:C—R, com fla+bi)=a.
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Note que o diagrama comuta, uma vez que (fog)(x) = f(g(z)) = f(x+0i) = z = h(x).

Exemplo 2.1.14. Seja A um anel comutativo. Consideremos as A-dlgebras: B = Alzx],
e C = Alx,y|, onde g : A — Alx|, com g(x) = z; h : A — Alx,y], com h(z) =z, e
[ Alz] = Alz,y], com f(p(x)) = p(z).

Note que o diagrama comuta, uma vez que (f o g)(z) = f(g(z)) = g(x) = = h(x).

Definicao 2.1.20. Uma A-dlgebra B é dita finitamente gerada se existe um subcon-

junto ﬁn’ZtO {y17y27 7yn} - B tal que B = A[ylayQa 7yn]

Exemplo 2.1.15. Considere o anel de polindomios k[xy, xs, . .., x,] sobre um corpo k.
Note que qualquer elemento de k[xy,xs,...,x,| pode ser escrito como um polindmio
da forma:

Z Ciyyig,sin L1 L3 T s
ZA17i27---7in

onde os coeficientes ¢;, i, i, € k € o0s expoentes iy,1s, ..., 4, pertencem a N. Assim, o

n

conjunto {xy,xs,...,x,} gera k[xy,xs, ..., x,| como k-dlgebra.

Portanto, kl[zy,xs, ..., 2z, € uma k-dlgebra finitamente gerada.

2.2 Teoria dos Médulos

Definicao 2.2.1. Seja A um anel. Um grupo abeliano aditivo (M,+) dotado da multi-

plicacao por escalar

Ax M —M

(a,m) — am

¢ chamado um A-mddulo se, Ya,a1,a0 € A e VYm,my,my € M, as sequintes condigoes

sao satisfeitas:

i) (a1a2)m = ay(aam);
it) (a1 + ag)m = aym + agm;

iii) a(my + mg) = amy + ams.
Se A possui o elemento identidade 1, e:
w) 1my =my

entdo temos que A € um A-modulo unitdrio.
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Exemplo 2.2.1. Todo anel A é um A-mdédulo sobre si mesmo.

Definicao 2.2.2. Seja A um anel e M um A-mdodulo. Um subgrupo N de M é um A-

submodulo de M se é satisfeita a sequinte condigdo:
an € N;Va e AeVn e N

Exemplo 2.2.2. Um espago vetorial V sobre um corpo K é um K-maodulo. Os subespacos

vetoriais V sao submddulos de V.

Defini¢ao 2.2.3. Seja M e N A-mddulos. Um homomorfismo de A-mdédulos (ou
aplicagao A-linear) f : M — N é um homomorfismo de grupos abelianos que é compativel

com as agoes de A. Ou seja, se para todo a € A e para todo x,y € M, tivermos:

i) flz+y)=fl)+ f(y)
i) flax) = f(x)
Exemplo 2.2.3. Considere f : 2Z — 37, com f(2x) = 3z,Vx € Z. FEntao f é um
homomorfismo. De fato, V2x,2x1,2xo € 27, e Na € Z, temos:
o f(2x1 + 222) = f(2(x1 + x2)) = 3(21 + x2) = 3w1 + 32y = f(221) + f(223);
e f(a(22)) = f(2ax) = 3ax = a(3x) = rf(2x).

Definicao 2.2.4. Um A-mddulo M € dito ser finitamente gerado se ele tem um con-

junto finito de geradores.

Exemplo 2.2.4. Qualquer espaco vetorial de dimensdo finita sobre um corpo k é um

k-modulo finitamente gerado.

Exemplo 2.2.5. O maddulo de polinomios em uma variavel x sobre o anel A de grau n €

um A-médulo finitamente gerado. Este médulo é gerado por 1,z, 22, ..., x".

Definicao 2.2.5. Dados dois A-mddulos M e N, o conjunto de todos os homomorfismos
f:M — N de A-médulos, é denotado por Hom (M, N).

A seguir, temos um caso particular da definicdo acima, quando temos os A-mddulos
M = N.

Definicao 2.2.6. Dado M um A-mddulo, o conjunto de todos os homomorfismos de

A-mddulos f: M — M é denominado endomorfismo, e denotado por Enda(M)
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Definicao 2.2.7. Seja M um A-mddulo.

i) Dado um elemento m € M, o anulador de m € o ideal

Anna(m) ={f € A; fm =0}

it) O anulador de M € o ideal
Anna(M) ={f e A;fM =0} ={f € A, fm=0,Vm € M}.
Exemplo 2.2.6. Seja I um ideal do anel A, e A/I um A-mdédulo. Entao Annys(A/I) = 1I.

Exemplo 2.2.7. Sejam A =7/67 o anel dos inteiros modulo 6, e sejam M = Z./37 um
A-médulo. Note que o anulador do midulo contém todos os a € A que anulam qualquer

elemento de M. Dai, como 3 xm =0, para todo m € M, entado Anna(M) =0, 3.

Definicao 2.2.8. Se f: M — N é um homomorfismo de A-mddulos, entdo

e O nicleo de f ¢é dado pelo conjunto

Ker(f)={x e M : f(x) =0}

e A imagem de f ¢ dado pelo conjunto

Exemplo 2.2.8. Seja A = Z, M = Z e N = 7Z/6Z, e considere o homomorfismo
f:Z — Z/6Z, definido por f(x) = xzmod(6).

e O nicleo contémtodos os x € 7 tais que xmod(6) = 0, ou seja, os maltiplos de 6.
Logo, Ker(f) = 6Z.

e Como f(x) representa o resto da divisio de x por 6, os possiveis valores de f(x)

Definigao 2.2.9. Seja A um anel comutativo com unidade, e sejam U,V e W A-maédulos.
Uma funcao f : U xV — W € chamada emparelhamento bilinear se satisfaz as

sequintes condigoes:

i) f(Au,v) = Af(u,v);Yu e Ujv € VA € A.
i) f(u, ) = Af(u,v);Yue UpveV,\eA.
i) f(u+w,v) = f(u,v) + f(w,v);Yu,w € U,v € V.

w) flu,v+z) = f(u,v) + f(u, 2);YVu € U,v,z € V.



2.2. Teoria dos Mddulos 31

Exemplo 2.2.9. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K equipado com um produto

interno (-,-) : V. xV — K. Temos que o produto interno (-,-) é um emparelhamento
bilinear.
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Graduacoes e Sistemas Inversos de

Macaulay

3.1 Graduacoes

Definigao 3.1.1. Seja G com conjunto nao vazio munido de uma operag¢io (x). Dizemos

que (G, *) é um mondide se, para quaiquer a,b,c € G, temos:

i) (Associatividade): a* (b*c) = (a*b) * c;

ii) (Elemento neutro): axe =a =ex*a, Ve € G.

Para as préximas defini¢oes, iremos considerar (G, +) como sendo um mondide comu-

tativo.

Definigao 3.1.2. Um anel A é chamado de G-graduado se seu grupo aditivo (A, +)
admite uma decomposicao como soma direta de subgrupos abelianos A,

A:@Ag

geG
satisfazendo Ag- Ay C Agin, para todo g, h € G. Um elemento x de A € dito homogéneo
sex € Ay, Vg e G.

Exemplo 3.1.1. Seja k um corpo. O anel de polindmios kl[x] é Z-graduado, onde a
graduagao € dada pelo grau do polinémio. Ou seja, klx], é o conjunto de todos os polind-
mios homogéneos de grau n, juntamente com o polindmio zero. Por exemplo, k[z]o = k,
klz]y = {ax : a € k}, k[z]s = {az® : a € k}, e assim por diante. A condigio
A A, C A, € satisfeita pois o produto de um polindomio de grau n por um polino-

mio de grau m é um polinomio de grau n + m.

Defini¢ao 3.1.3. Seja A um anel G-graduado. Um A-méddulo M é chamado de G-
graduado se (M, +) admite uma decomposicao como soma direta de subgrupos abelianos
M,

g

M =P M,

gelG
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satisfazendo Ag-My, C Mgy, para todo g,h € G. Um elemento f de M € dito homogéneo
se feM,Vged.

Definicao 3.1.4. Seja A um anel G-graduado. Um ideal I C A é dito um ideal homo-

géneo se I é um submddulo graduado de A, ou seja, se (I,+) admite a decomposi¢io

I= @(]mAg>

geG

Equivalentemente, I é um ideal homogéneo se é um ideal gerado por elementos homogéneos
do anel G-graduado A.

Exemplo 3.1.2. Seja I = (x1) C k[xq,x2]. Note que I é homogéneo, uma vez que seu
gerador x1 € um polinomio homogéneo de grau 1. Como I é gerado por um unico polinomio
homogéneo, todos os seus elementos sao da forma f(x1,z2) 21, onde f(x1,22) € klxy, z4].
Esses elementos sao combinagoes lineares de x1, que preservam a homogeneidade, pois
o produto de um polinomio homogéneo por outro polinomio resulta em wm polinémio

homogéneo (ou uma soma de polinémios homogéneos). Portanto, I é um ideal homogéneo.

Exemplo 3.1.3. Seja [ = (2%, xy) C k[x,y]. Note que I é homogéneo, pois seus gera-

dores x?

e xy sao polinomios homogéneos de grau 2. Como I € gerado por polinomios
homogéneos, todos os seus elementos sao combinacoes lineares desses geradores, ou seja,
tém a forma a(x,y)-2*+b(x,y)-zy, onde a(x,y) e b(x,y) sdo polindmios em k|x,y]. Essas
combinagoes lineares preservam a homogeneidade, pois o produto de polinomios homogé-
neos resulta em polindmios homogéneos (ou somas de polinémios homogéneos). Assim, I

¢ um ideal homogéneo.

Definicao 3.1.5. Seja @y>¢ Aq um anel graduado. O ideal homogéneo de A

A, =P A

d>0

é chamado de ideal irrelevante.

Proposicao 3.1.1. Seja A um anel N—graduado, com Ry = k, onde k € um corpo. Entao

o ideal irrelevante A, € o unico ideal maximal homogéneo de A.

Demonstracio. Note que o componente de grau zero de A é Ay = k, e como A, contém

apenas elementos de grau maior que zero, ele ndo contém o elemento 1 € Ag = k, portanto,

A, # Al

Além disso, suponha que exista um ideal I tal que Ay C I C A. Como [ contém
propriamente A, , ele deve conter algum elemento a € Ag = k, onde a # 0. Como k é
um corpo, a € invertivel em k. Portanto, I contém um elemento invertivel, o que implica
que I = A. Assim, os Unicos ideais que contém A, , sao o préprio A, e A, logo, A, é

maximal.
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Suponha agora outro ideal maximal homogéneo M # A,. Como M ¢é homogéneo, ele
deve ser gerado por elementos homogéneos. Se M contivesse algum elemento de Ay = k,
entao M conteria um elemento invertivel, o que implicaria M = A, contradizendo o fato
de que M é maximal. Logo, M deve estar contido em A, mas como A, é maximal, entao

M = A, logo, A, é Unico. [

Definicao 3.1.6. Chamamos o ideal irrelevante A, com as condig¢oes da proposi¢ao acima

de ideal maximal irrelevante.

Proposigao 3.1.2. Seja Ay um ideal mazximal irrelevante de um anel A N—graduado,

com Ry = k. Entao Ay é o unico ideal maximal com graduagdo do anel A.

Demonstragao. Pela proposicao 3.1.1., ja sabemos A, é um ideal maximal homogéneo de

A. Resta-nos mostrar que a unicidade.

Suponha que exista outro ideal maximal homogéneo M # A,. Como M é homogéneo,
ele deve ser gerado por elementos homogéneos. Se M contivesse algum elemento de
Ag = k, entdo M conteria um elemento invertivel, uma vez que k é um corpo, o que
implicaria M = A, contradizendo o fato de que M é maximal. Portanto, M nao pode
conter elementos de Ay, o que implica que M esta contido em A,. No entanto, como
A, é maximal, a tnica possibilidade é que M = A, . Isto mostra que A, é o tnico ideal
maximal homogéneo em A, logo, o tnico ideal maximal com graduagao do anel A, como

queriamos demonstrar. L]

3.2 Sistemas Inversos de Macaulay

Sendo k& um corpo com caracteristica zero!, vamos considerar os dois anéis de polindémios

a seguir:
R = klzy,x9, 23, ..., x,) € S = k[y1, Y2, U3, -, Yn)-

Os polinomios de R representarao operadores diferenciais parciais que atuam sobre os
polinémios em S. Essa acao é chamada de acao de apolaridade de R em S, e é definida

pela configuracao:

9, 0, sei#J;
xioyj:f(yj): o
Yi 1, sei=17.

1 A caracterfstica do Anel (R, +, *), escrevemos char(R), é o menor n € Ntal que 0 = nxx = r+...+x

(n vezes), para todo z € R. Caso néo exista n € N que satisfaga a equagdo temos char(R) = 0 e
dizemos que R é um anel de caracteristica nula ou zero.
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Seja Ry e S; os espagos dos polindmios de grau 1, nos anéis de polindomios R e S,
respectivamente. Dessa forma, {z;} de R; pode ser considerado como o espago dual de

{y;} de S;. Portanto, R; pode ser pensado como o espaco dual de S;.

Além disso, podemos utilizar as propriedades padroes (e formais) da diferenciagao

para estender essa agao para:

Ri X Sj — iji

(ri,s;) —> T X 85 =1;08;

Note que a acao de R em S transforma S em um R-modulo unitario, ou seja,

i) 7o (s;+ $2) =708 + 1089
ii) (rirq) o s =1 0 (res);
iii) (ri+ry)os=rios+ryos;
iv) Tos =s;
Exemplo 3.2.1. Seja Fy = 23 + z125 € Gy =y + y3. Calcule Fy 0 Gy.
Solucao: De fato, note que temos

FyoGy= (22 + z125) o (yt + )

ON o (0 0N
= ((%) (1 + 1) + ((%am) (Y1 +12)
_ a 3 a 3

= 12y3.

Com isso, temos que Fy o Gy = 12y? € S,.

Se tomarmos o mondémio do anel R como z® := z{*, 25*+...xx% (onde a = (ay, ag, ..., ay),
a; € Z.), e o mondmio do anel S como y” = ¢, /52 .4y’ (onde B = (by, by, ..., b,), b; €
Z.y), entdo temos que:
a<psa <b,Vi <:>x°‘]x6 € R.

Se % nao divide 27 em R, escrevemos aZ}3.
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Exemplo 3.2.2. Sejaa = (2,1,0) e 3 = (4,2,1), e considere os mondémios z e y® dados

por x® = zizl e y? = ylydyl. Vamos calcular z, o ys aplicando a agio de apolaridade.
z* oy’ = (;; 88 ) TRTAT
( 821 &ay ) (4y7y3ys)
= (i) (124733ys)
= 249%9293

Portanto, temos que T, 0 yg = 24y yays.

Proposicao 3.2.1. Seja 2 e, y° definidas como acima, temos que

0, se aZf

oy’ =2 b)!
(80 e

Demonstra¢io. Caso 1: A condi¢do aZ/3 implica que existe pelo menos um indice i tal

LT . . . , . b,
que a;Zb;. Para tal indice, ao aplicar a derivada parcial a;-ésima em y;", teremos:

o%
0, ois a;Zb;.
oy (y/") = 0. pois a; <
Logo, 2% o y? = 0.
Caso 2: Agora, suponha que o < (3, ou seja, a; < b; para todo i =1,2,...,n. Vamos

analisar primeiramente o caso de uma tnica variavel. Para um tnico par (zf%,2), o

mon6mio ' é da forma:

Yo =y yi- ..y (b fatores).

Ao derivar a;-vezes (a; < b;), temos que a primeira, a segunda e a a;-ésima derivada sdo,

respectivamente:
9 bi—1
) = bl iz_ .
o (4i") = biy
62
= by(b; — 1)yl
i 25 (u') = bi(bi — 1y
% b;! o
Dy (Z/z )= m?h
Agora, consideremos o caso geral, envolvendo multiplas varidveis. Para os monomios
=Pyt eyl = ybrybz . ybna acdo 2@ o yf é separada por varidvel, ou seja:

%oy’ = ﬁ (:1:2” oyfi>.

=1
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Substituimos o resultado da derivada parcial em cada variavel:

Podemos reescrever isso como:

i=1

bi1—ai, ba—a2 b

onde y? = =yt "My, - eqy2r 7% ¢ 0 monomio resultante. ]

n

Exemplo 3.2.3. Sejaa = (2,1,0) e 3 = (4,2,1), e considere os mondémios z e y® dados

por x* = xix} e y° = ylysus.

Vamos calcular a agio de apolaridade x* o y® com base na que temos acima:

R

- (a2 (a2 (o) ot
)0

= (12)(2) (VY323
= 24y yoys.

Assim, temos que x® o yP = 24y?y,ys para os mondmios dados.

Proposicao 3.2.2. Sejam R; e S; o espago dos polinomios homogéneos de grau j dos
anéis R e S, respectivamente. A partir das propriedades mencionadas acima, a acao de

apolaridade induz um emparelhamento k-bilinear.
Rj X Sj — k
para cada j = 0,1,2,....
Demonstracio. A acao de apolaridade de R sobre S define uma operacdo o que associa

elementos de R; e S; a elementos do corpo k. Isto é, para quaisquer r € R; e s € S,

temos: ros € k.

Essa propriedade decorre do fato de que r consiste em operadores diferenciais homo-
géneos de grau j, enquanto s € um polindémio homogéneo de grau 5. Como a diferenciagao
reduz o grau dos monomios, a aplicagao de r a s resulta em um escalar em k.

i) Para todo A € k, 1,72 € Rj e s € S}, temos:

(Ar)os=Aros=A(ros).
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ii) Para todo A € k, 7 € R; e s € S}, temos:

ro(As) =roAs= A(ros).

iii) Para todos r1,7y € Rj e s € S}, temos:

(ri+ry)os=rios+ryos.

iv) Para todos r € R; e s1, 52 € S;, temos:

ro(s+Sy) =108 +170S8s.

logo, R; x S; — k satisfaz todas as propriedades da definicao 2.2.8., configurando-se como

um emparelhamento k-bilinear. O

Agora, sempre que temos um emparelhamento k-bilinear V' x W — k dado por

v X w — v o w, tem-se duas transformacgoes k-lineares induzidas, a saber:
¢V — Homy (W, k) e X : W — Homy (V. k),

onde
o(v) == ¢, com oy(w) :==vow.

e, analogamente,
X(w) == Xu com Xw(v) :=vow.

Definicao 3.2.1. Um emparelhamento bilinear V- x W — k é chamado de ndo-singular

(ou emparelhamento perfeito) se as transformagoes ¢ e x sao isomorfismos.

Proposicao 3.2.3. O emparelhamento bilinear VxW — k € nao-singular se, e somente
se para qualquer base do espaco vetorial V {vy,...,v,}, e para qualquer base do espago

vetorial W {wy, ..., w,}, a matriz b;j = v; o w; é uma matriz inversivel.

Demonstracio. Suponha que o emparelhamento bilinear V' x W — k seja ndo-singular.
Isso significa que a transformagao linear ¢ : V' — Homy (W, k) definida por ¢,(w) = vow

é um isomorfismo.

Agora, para qualquer base vy,...,v, de V e wy,...,w, de W, podemos definir a
matriz B = [b;;], onde b;; = v; o w;. Esta é a matriz da transformacio linear ¢ em
relacdo as bases dadas, pois a aplicacdo de ¢ a um vetor base u; gera um funcional
linear ¢(u;) € Homg (W, k), cuja agao sobre a base {wy,...,w,} é descrita justamente
pelos coeficientes b;;. Uma vez que ¢ ¢ um isomorfismo, a matriz B deve ser invertivel.

Portanto, a matriz b;; ¢ inversivel para qualquer base de V' e W.
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Reciprocamente, Suponha que a matriz [b;;] = [v; ow;] é inversivel para qualquer base
de VeW.

Primeiramente, vamos considerar a transformacao linear ¢ : V. — Homy (W, k) defi-
nida por ¢,(w) = v ow. Para mostrar que ¢ é um isomorfismo, devemos demonstrar que

¢ injetora e sobrejetora.

» Injetora: Suponha que ¢(u;) = ¢(uy) para alguns vetores uj, us € V. Isso significa

que para todo w € W, u; ow = ug o w.

Escolhendo a base {wy,...,w,} de W, temos que os coeficientes b;; satisfazem
bﬂ:ulowl, bigzulowg, ey bin:ulown,

e analogamente para us. Como essas equagoes determinam as coordenadas de ¢(u;)
e ¢(ug) na base {wy, ..., w,}, a hipétese de que ¢(uy) = ¢(uz) implica que as colunas
correspondentes na matriz B sao iguais. Como B ¢ inversivel, sua tnica solugao é
uy; = ug, provando a injetividade. Portanto, u; = wug, o que demonstra que ¢ é

injetora.

o Sobrejetora: Para qualquer transformagao linear T € Homy (W, k), podemos encon-
trar um vetor v € V tal que ¢(v) = T usando a matriz inversa da matriz B, onde

B;; = v; owj. Isso demonstra que ¢ ¢ sobrejetora.
Uma vez que ¢ é um isomorfismo, entao o emparelhamento bilinear V' x W — k é nao-
singular. ]
Proposicao 3.2.4. O emparelhamento bilinear Ry x Sq — k, induzido pela acao de
apolaridade de R em S € nao singular.
Demonstragio. Sejam {ry,...,r,} uma base de Ry e {s1,...,s,} uma base de S;. Vamos
provar que a matriz B = (b;;), onde b;; = r; 0 s;, é inversivel.

Primeiramente, pela Proposi¢ao 3.2.1, a acdo de apolaridade satisfaz a relagao:

0, se aZf3
o B __
TZoY =49 n (b;)!
— )y sea<
igl((bz‘—az‘)!>y 7 =7
Como {r1,...,m,} é uma base de Ry, cada r; pode ser representado por um mondmio

T,,;, e similarmente, cada s; corresponde a um mondmio ys,. Para i # j, temos que

Tq, 0 yYp;, = 0 porque a; £ f; na ordenacao de grau. Assim, a matriz B ¢ diagonal.
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Além disso, para 7 = j, temos que x,, o yg, # 0, pois a acao de apolaridade preserva
o grau e resulta em um coeficiente nao nulo, conforme a férmula acima. Isso implica que

os elementos na diagonal de B sao todos nao nulos.

Uma matriz diagonal ¢ invertivel se e somente se todos os elementos da sua diagonal

sao nao nulos. Como verificamos que b;; # 0 para todo i, segue que B é inversivel.

Portanto, pela proposi¢ao 3.2.3, o emparelhamento bilinear Ry x S; — k, induzido

pela acao de apolaridade, ¢ nao singular. [J O

Definicao 3.2.2. Seja I um ideal homogéneo do anel R. O sistema inverso de I, denotado
por I71, é o submédulo de R, consistindo de todos os elementos de S anulados por I com

a acao de apolaridade.

Proposigao 3.2.5. Suponha que [ = (Fy,...., F}) e G € S. Entio, G € [ se, e somente
se FloG=..=F,0G=0.

Demonstracio. Suponha que G € I~!. Queremos mostrar que Fi oG = ... = F,0G = 0.

Como G € I7!, temos que G é anulado por todos os elementos de I sob a acdo de

apolaridade. Isso significa que para cada elemento F' € I, temos F o G = 0 (por definigao

do sistema inverso 1~1). Portanto, temos que se G € I, entdo FijoG = ... = FioG = 0.
Reciprocamente, suponha que Fy oG = ... = F; o G = 0. Queremos mostrar que
Gell

Note que, como [ = (F},..., F}), temos que, dado F' € I, exitem a; € R, tais que

t

F = Z aiFi
i=1
t

t
FoG= (Zadﬂ») OG:Zai(FZ-oG).
i=1

=1

Agora, pela hipotese, temos F; o G = 0 para cada ¢ = 1,...,t. Assim, substituindo na

equacao acima, obtemos:

> a;i(FioG) =Y a;(0)=0.

i=1 =1

Portanto, F' o G = 0 para todo ' € I. Logo, pela definicao de I=!, concluimos que
Gell O

Exemplo 3.2.4. Dado o ideal homogéneo I = (x1) C k[, o], determine 7.

Solucio: Queremos determinar o sistema inverso de I, denotado por I71, e analisar

sua estrutura em cada grau.
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Pela definicao do sistema inverso, temos que:

I''={Ges; (8{;) (G) =0}

Agora, vamos analisar a estrutura de I=' em cada grau.

Para o grau 1, considere um elemento ay; +bys € S1, onde a e b sao coeficientes. Por-

0
Oy

ter a = 0. Portanto, (I"1), = (y2), ou seja, I™' no grau 1 é gerado por ys.

tanto, temos ( ) (ayy + by2) = a. E para que esse elemento pertenga a I~Y, precisamos

Para o grau 2, considere um elemento ay? + byiys + cys € Sy. O cdlculo do operador
de apolaridade nos dd (%) (ay? + by1ys + cy3) = 2ay, + bys. Para que esse elemento
pertenca a 171, a equaldade precisa ser satisfeita, ou seja, 2ay, + by, = 0. Isso ocorre se,

e somente se, a = 0 e b = 0. Portanto, (I7')y = (y3), ou seja, " no grau 2 é gerado
por 3.
Continuando dessa forma, podemos verificar que I™* = k@ (y2) ® (y3) B (y3) D .... Ou

seja, 171 pode ser expresso como uma soma direta de submddulos gerados por poténcias

de yo em cada grau.
Proposicao 3.2.6. Seja S um anel graduado e seja I~' um sistema inverso associado a

um ideal homogéneo I C R. Entdo, I=' é um mddulo graduado de S.

Demonstracao. Sabemos que S é um moédulo graduado, ou seja, pode ser escrito como

uma soma direta de seus componentes homogéneos:

S=s.
1=0
Definimos a graduacao de I~! como
(I ={feS|foi=0,Viel}

Com isso, podemos escrever:
o

I =@u).

1=0
Agora, precisamos mostrar que essa estrutura de graduacao é compativel com a multipli-

cacao em S, ou seja, que para todos i, j > 0, vale a inclusao:

Si- (1), € (I )y

Sejam f € S; e g € (I!);, ou seja, g pertence a S; e satisfaz goi = 0 para todo i € I.

Consideremos o produto f - g, que pertence a S;1; por definicao da graduagao.
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Para verificar que f-g € (I"1);4;, devemos mostrar que (f - g)oi = 0 para todo i € I.

De fato, utilizando a propriedade associativa da agao de apolaridade:
(f-g)oi=fo(goi).

Como g € (I™1);, temos que g oi = 0 para todo i € I, logo,
fo(goi)=fo0=0.

Portanto, f - g € (I"1);y;, o que conclui a demonstragao. ]
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Anéis Artinianos Gorenstein

4.1 Mobdulos e Anéis Artinianos

Definigao 4.1.1. Seja A um anel e M um A-mdédulo. Diz-se que M é um A-mddulo

artiniano se toda cadeia descendente de submodulos de M:
N1 D Ny D N3 O ..

estabiliza. Isto é, existe 1 > 1 tal que N; = N;yq.

Definicao 4.1.2. Seja A um anel. A é dito ser um anel artiniano se toda cadeia
descendente de ideais de A:
L 2L o130 ..

estabiliza. Isto é, existe 1 > 1 tal que I; = I;,4.

Exemplo 4.1.1. Seja K um corpo, entdo seus unicos ideais sio I = (0k) e K = (1k).

Assim, temos que K D I é a unica cadeia possivel em K. Logo, K é artiniano.

Exemplo 4.1.2. O anel A = klz,y|/ (22, %, 2y*) = k ® kx & ky ® kxy ® y* é artiniano.

De fato, uma vez que a cadeia descendente de ideais:
A2 (z,9) 2 (zy,9%),2 (0)

estabiliza em (0).

4.2 Funcao de Hilbert

Definicao 4.2.1. Seja A um anel N — graduado. Entao A = @ A,. Assuma que Ay €
neN
artiniano e M = @ M, um A-maddulo graduado finitamente gerado. Definimos a fung¢do
nez

de Hilbert de M por
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Exemplo 4.2.1. Seja k um corpo e A = klxy, ..., x4] um anel de polinémios com gradu-
acio usual 1. Como esse anel é graduado, ele é dividido em espacos vetoriais A,, onde
A, representa o conjunto de todos os polindomios homogéneos de grau n. Cada R, tem
uma base formada pelos mondémios de grau n mas varidveis xi, ..., xq, € 6 quantidade de

elementos dessa base equivale a dimensdo de A, como k-espago vetorial.

. . . A . k
Para encontrar essa quantidade, precisamos contar o nimero de mondmios v - - - x g
de grau n, onde ki+...+kg = n, k; > 0. Cada monomio € identificado por uma combinacao

de expoentes (ki, ..., kq) que somam n.

Podemos imaginar esse processo de contagem como uma sequéncia de pontos e barras,
onde cada k; é representado por uma quantidade de pontos, sequida por uma barra para
indicar a mudanga para a prézima varidvel. Por exemplo, para o mondmio x3x3x] em
quatro varidveis (com ky = 3, ks = 2, ks = 0, ky = 5, teriamos uma sequéncia visual de

pontos e barras da sequinte forma:

00./.0//‘.0‘.

Para generalizar, o total de pontos serd sempre n = ki+...+kq, € 0 numero de barras serd
d — 1, uma vez que hd uma barra entre cada conjunto de pontos das varidveis. Contar
essas sequéncias € o mesmo que contar as diferentes maneiras de colocar d — 1 barras

numa sequéncia total de comprimento n +d — 1, somando pontos e barras. O nimero de
+d-—1

J_1 ), que nos da a quantidade de

. . . . - n
maneiras de fazer isso € dado pela combinagdo (

monomios de grau n. Logo,

d—1
Hy(n) = <n;—_1 ),nZO.

4.3 Anéis Gorenstein

Definigao 4.3.1. Seja (A, m, k) um anel artiniano local. O ideal (0 : m), denotado por
Soc(A), é chamado de socle de A, e definido como

Soc(A) = (0:m)={zx € A:mzx =0}

Exemplo 4.3.1. Seja A = k|[zg,x1] / (23, 2%), entdo queremos encontrar Soc(A) = (0 :

m). Dai, temos que

klxo,x1) = k ® k[xo] ® k [x1] ® k [x011] B K [mﬁ} Dk [a:ﬂ Dk {x%xﬂ D ...

1 Se k é um corpo e A = k[x1,...7,,] um anel de polindmio, existe uma N — graduagio em A chamada

de graduagao usual, onde A, é um k-espago vetorial com base dada pelos monémios de grau total
d, ou seja, aqueles da forma z{" - 2% com Y o; = d. Por exemplo, 2% + 273 é homogéneo e possui

graduagdo usual, enquanto x2 + xo, nio.
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Assim, podemos reescrever A como

A=k®k(zo] ® k7] & k [Tom1].

Vamos agora analisar cada um dos casos:

C1:

C2:

C3:

Cy:

Naturalmente, veja que 1 ¢ Soc(A). De fato, uma vez que, para T1,Ty € (xg, 1),
temos que 1-Ty = Tg ¢ (0), analogamente, temos que 1-77 =71 ¢ (0). E portanto,

1 ¢ Soc(A).

Veja que Tg ¢ Soc(A). De fato, uma vez que, para T1,Tg € (xg,21), temos que

To-To = x5 = 0 € (0), mas, por outro lado, temos Ty - Ty = Tor1 ¢ (0), e
portanto, Ty ¢ Soc(A).

Veja que 1 ¢ Soc(A). De fato, uma vez que para Ty,To € (o, 1), temos que
T T =22 =0 € (0), mas, por outro lado, temos Ty - T1 = Tox1 ¢ (0), e
portanto,T; ¢ Soc(A).

Veja que Toxy € Soc(A). De fato, uma vez que, para T1,To € (xg,21), temos que

ToT1 - T1 = zixg = 0 € (0), e também, ToTy - Tg = x3x; = 0 € (0). E portanto,

Toxy € Soc(A).

Desse modo, temos que Soc(A) = (ToZ7).

Exemplo 4.3.2. Seja A = k[zg, 11|/ (23, zox1,23), entdo queremos encontrar Soc(A) =

(0 :m). Dai, temos que

klxo,x1] = k ® k[xo] ® k [21] ® k [zo1] D K [ch} Dk [acﬂ Dk [:L’ga:ﬂ ...

Assim, podemos reescrever A como

A=k k[T ®k[F) ©k 23]

Vamos agora analisar cada um dos casos:

C1:

C2:

Naturalmente, veja que 1 ¢ Soc(A). De fato, uma vez que, para T1,Ty € (xg, 1),
temos que 1-Ty = Tg ¢ (0), analogamente, temos que 1-7T7 =71 ¢ (0). E portanto,

1 ¢ Soc(A).

Note que Ty ¢ soc(A). De fato, uma vez que, para T1, Ty € (xo, 1), temos que
To - T1 = 120 = 0 € (0), mas, por outro lado, temos Ty - T = 9?3 ¢ (0). E portanto,

To ¢ Soc(A).
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C3: Note que T7 € soc(A). De fato, uma vez que, para T1,To € (xg,x1), temos que
To-T1 = T129 = 0 € (0), e também, T1-T1 = 2=0¢ (0). E portanto, T1 € soc(A).

C4: Note que z2 € soc(A). De fato, wma vez que, para T1,Tg € (xo,21), temos que

2T = 23 = 0 € (0), e também, T7 - 22 = TiTeZg = 0 € (0). E portanto,

22 € soc(A).

Desse modo, temos que soc(A) = (T1, To?).

Exemplo 4.3.3. Seja A = k[xg, z1,12)/ (22,23, 22), entdo queremos encontrar Soc(A) =

(0:m). Dai, temos que

]{?[Ig,xl,l’g] =k D k’[l’g] D ]{?[1’1] D ]f[ZEQ] D k[xol’l] D ]{Z[ZE()JIQ] D ]{?[ZL’lIQ] D ]C[C(]()Ill’g] D ...

Assim, podemos reescrever A como

A = klzg, 1, x2) = k @ k[To) © k[T1] ® k[T2] ® k[Tow1] @ k[ToT2] ® k[T1T3] @ k[ToT172)

Agora, vamos analisar cada um dos casos:

C1:

C2:

C3:

CY:

Cb:

C6:

Naturalmente, veja que 1 ¢ Soc(A). De fato, uma vez que, para Tg,T1,Tz €
(ro,x1,22), temos que 1 -Tg =Tg ¢ (0), 1-77 =77 ¢ (0), e 1 - 73 = 73 ¢ (0).
E portanto, 1 ¢ Soc(A).

Note que Tg ¢ soc(A). De fato, uma vez que, para To,T1,Tz € (xo,x1,22), temos
que To - Tg = xi% € (0), mas, por outro lado, temos Ty - T1 = Tox1 ¢ (0), e Tp - T3 =
Toxs ¢ (0). E portanto, Tg ¢ Soc(A).

Note que T1 ¢ soc(A). De fato, uma vez que, para To,T1,Tz € (xo,x1,22), temos
que 71 - 71 = 22 € (0), mas, por outro lado, temos T1 - Ty = Tox1 ¢ (0), e T - T3 =
7173 ¢ (0). E portanto, T1 ¢ Soc(A).

Note que T3 ¢ soc(A). De fato, uma vez que, para Tg,T1,Ts € (xg,T1,T2), temos

que T3 - T3 = 23 € (0), mas, por outro lado, temos T3 - Ty = Taa ¢ (0), e T3 - T1 =
Tomy ¢ (0). E portanto, Tg ¢ Soc(A).

Note que Toxy & soc(A). De fato, uma vez que, para Ty, T1, T3 € (To, T1,T2), temos
que ToT1 - To = zdxy € (0), e Toxy - T1 = zoxt € (0), mas, por outro lado, temos

Toxy - Ty = Tot1Z2 ¢ (0). E portanto, Toxy ¢ Soc(A).

Note que Toxs ¢ soc(A). De fato, uma vez que, para Ty, T1,Ts € (Lo, T1,T2), temos
que ToTz - To = 2319 € (0), e ToTz - Tz = xox3 € (0), mas, por outro lado, temos

ToTy - Ty = Tox1Ts ¢ (0). E portanto, Toxs ¢ Soc(A).
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C7: Note que T3 ¢ soc(A). De fato, uma vez que, para Tg, T1, Tz € (X, T1,T2), temos

que TiTy - Ty = x3w9 € (0), e T1Ts - Ty = x123 € (0), mas, por outro lado, temos

ToT1 - Tz = Tox1@s ¢ (0). E portanto, Tixs ¢ Soc(A).

C8: Note que Tor1Ty € soc(A). De fato, uma vez que, para To,T1,T3 € (To,T1,T2),

temos que ToT1Ts - To = x3x122 € (0), € ToT1Ts - T = xox3x2 € (0), e ToT1T2 - Ta =

zor123 € (0). E portanto, ToT1Zs € Soc(A).

Desse modo, temos que Soc(A) = (ToT1Z2).

Definicao 4.3.2. Seja
A=klxg, ...,z /[I=kDA & ... DA, com A; #0.

Entao | é chamado de grau do socle de A.

Definicao 4.3.3. Seja A um anel artiniano graduado. FEntiao A é chamado de anel

Gorenstein se dimySoc(A) = 1.

Proposigao 4.3.1. Seja A um anel graduado artiniano com grau do socle l. A é gorens-

tein se, e somente se, Soc(A) = A;, e dim(A4;) = 1.

Demonstragcio. Suponha que A seja Gorenstein. Por definicao de anel Gorenstein, temos

que dimySoc(A) = 1. Como A; C Soc(A) e A; # 0, segue que Soc(A) = A; e dim(4;) = 1.

Reciprocamente, suponha que Soc(A) = A; e dim(A4;) = 1. Ora, se dim(4;) = 1,
e temos que Soc(A) = A;, entdo segue que dimSoc(A) = 1, que é a definicio de anel

Gorenstein. O

Exemplo 4.3.4. Nos exemplos 4.3.1. e 4.3.3., temos que A é um anel gorenstein. Por

outro lado, no exemplo 4.3.2., temos que A ndo é gorenstein.

Proposicao 4.3.2. Se A é um anel artiniano com grau do socle | e dimiA; = 1, entao
A é um anel Gorenstein se, e somente se, o emparelhamento A; X Ai_y — A, € perfeito
para todo 0 <t <.

Demonstragao. Suponha que A é um anel Gorenstein. Por defini¢ao, temos que dimg Soc(A) =
1, e como A; C Soc(A) e dimg A; = 1, segue que Soc(A) = A;. Queremos mostrar que o
emparelhamento A; x A;_; — A; é perfeito. Para isso, considere um elemento a € A; tal
que a-b=0, Vbe A,_;. Assim, temos que a é um elemento que sempre resulta em zero

ao ser multiplicado por qualquer elemento de A;_;.

Por outro lado, como A; é o socle do anel, qualquer elemento em A; que seja anulado

pela multiplicagao por todos os elementos de A;_; deve pertencer a A;. Mas como A; tem
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dimensao 1, e t < [, s6 pode ser que a = 0. Isso prova que a aplicacdo xA;_; € injetora,

garantindo que o emparelhamento é perfeito.

Reciprocamente, suponha que o emparelhamento A; x A;_; — A;é perfeito para todo
0 <t <l. Em particular, tomando ¢t = [, temos que A; x Ay — A; é perfeito. Como
Ap = K, segue que dimg A; = 1. Mas isso implica que dimg Soc(A) = 1, logo, A é um

anel Gorenstein, concluindo a demonstracao. ]

Proposicao 4.3.3. A funcao de Hilbert de um anel artiniano Gorenstein A é simétrica.
Ou seja, sel é o grau do socle de A, entdo Ha(t) = Ha(l — 1), Vt.

Demonstragao. Defina T de modo que

T . At — Azk_t
a — ¢q

onde ¢, ¢ definido como

o Ay — A=k
b +——ab=kg

Pela demonstragao da proposi¢ao anterior, temos que ab = 0, entao ¢,(b) =0, e a = 0.

Assim, T' é injetiva.
Analogamente, defina @ : A;—; — A}. Assim, temos que () também sera injetiva.

Se T e () definidas anteriormente sao injetivas, isso implica que dimA; < dimA;_, =
dimA;_y para T, e dimA;—y < dimA; = dimA; para (). Note que isto implica um
isomorfismo, uma vez que dimA; = dimA;_;, e dois espagos vetoriais de dimensao finita

sao isomorfos.
Assim, temos que dimA; = Ha(t) = Ha(l —t) = dimA,_,. O

Teorema 4.3.1. Seja Q@ = k[Xy,...,X,] o anel de polinomios em n wvaridveis sobre
um corpo k. Considere I um ideal de @Q e defina A = Q/I como a dlgebra quociente.
Denote por m o ideal mazimal (X1,...,X,) de Q. Entdo, existe um polinomio F' € R =

klzy,...,x,] tal que I = Anng(F') se, e somente se, A é Gorenstein.

Demonstragdo. Suponha que I = AnngF para algum polindomio F' € R. Como F ¢
anulado por operadores diferenciais de ordem suficientemente grande, AnngF contém m!
para [ suficientemente grande. Note que, como estamos trabalhando com um corpo com
caracteristica zero, entao existe um polinémio G € @ tal que, G(X)F(z) € k*. Vamos

mostrar que I -m=1+k-G.
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Como G(X)F(z) é uma constante, entao segue que

0;G(01, ..., 0n)F(xy1,...;x,) =0, 1=1,2,...,n.

Isto mostra que G € I : m. Agora, seja a(X1,...,X,,) € I : m algum elemento. Por
definicao do ideal I : m, temos X;a(Xy,...,X,) € I = AnngF para todo i = 1,...,n.

Assim, temos que

0;a(01, ..., Op)F (21, ..., xy) = 0, i=1,2,...,n.

Dai temos que a(X)F(z) é constante. Como ja vimos, temos que G(X)F(z) é uma
constante diferente de zero, entao temos que a(X)—cG(X) € AnngF, para toda constante
¢ € k. Assim, mostramos que I : m = [ + k- G. Em outras palavras, o k-espago vetorial

(I : m)/I é unidimensional. Por isso, A = QQ/AnngF é Gorenstein.

Reciprocamente, suponha que A é Gorenstein. Entao o socle de A tem dimensao 1
sobre k, ou seja, dimy(Soc A) = 1. Isso implica que existe um tnico polindémio F' € R

cuja classe gera o socle de A.

Dessa forma, qualquer operador diferencial g pertencente a I deve anular F', ou seja,
I = Anng(F).

Portanto, existe um polinomio F' € R tal que o ideal I coincide com seu anulador,

como queriamos demonstrar. O
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Propriedades de Lefschetz

5.1 Propriedade de Lefschetz Fraca

Definigdo 5.1.1. Seja A = @ A;, Ac # 0 uma dlgebra graduada artiniana. Dizemos
quue A possui a propriedade de Lefschetz fraca se existe um elemento L € Ay tal que o

mapa multiplicativo

XL : AZ — Ai+1

tem posto mdzimo' para todo 0 < i < c—1. Dizemos que L € A, com esta propriedade

¢ o elemento fraco de Lefschetz.

Proposigao 5.1.1. Suponha que A seja uma dlgebra graduada artiniana sobre um corpo
k, com graduagdo usual. Se A possui a propriedade fraca de Lefschetz, entao A possui

fungdo de Hilbert unimodal?.
Demonstracio. Seja m um ideal maximal de A. Como A possui graduacao usual, m’ é
gerado pela graduagao A;. Seja j > 0 o menor inteiro tal que dimg A; > dimg Aj4.

Como A possui a propriedade fraca de Lefschetz (WLP), existe um elemento L € A;
tal que m’*! = Lm/. Além disso, isso implica que m**! = Lm! para todo ¢ > j. Portanto,

o mapa A; — A, 1 é sobrejetivo para i > j. Logo,

Assim, dimg A;, 1 < i < d é uma sequéncia unimodal. Portanto, a funcdo de Hilbert

de A é unimodal, concluindo a demonstracao. O]

! Diremos que wuma transformacdio 7T  tem posto méaximo se  dimIm(T) =

min{dimDom(T),dimCD(T)}.
Uma sequéncia finita de nimeros inteiros {dy,d1, ...,d,} é dita ser unimodal se existe um inteiro 1,
0§z§m,talqued0§d1§§d12d1+12de

2
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Exemplo 5.1.1. Neste ezemplo, analisamos se uma dlgebra graduada satisfaz a Propri-

edade Fraca de Lefschetz (WLP). Para isso, vamos considera a dlgebra

A =k[z,y)/(«* 9%

e explorar diferentes graduagoes para x e y, visando investigar como oS componentes

graduados A; sdo formados e verificar a validade da WLP em cada caso.
Caso 1: deg(x) =1 e deg(y) = 3.

Aqui, os graus atribuidos a x e y sao 1 e 3, respectivamente. Isso significa que o0s
componentes graduados de A sdo formados com base nesses graus. Vamos analisar cada

um.

e Ay: Contém apenas o elemento 1.

e Ay: Contém elementos de grau 1. Como deg(x) =1, Ay é gerado por x.

o Ay: Nao contém elementos (pois x> = 0 e y tem grau 3, entdo ndo pode contribuir
para Asz).
AQZO eSS d1mA2:O

e Aj: Contém elementos de grau 3. Como deg(y) = 3, As é gerado por y.

e Ay: Contém elementos de grau 4. Como x estd em Ay (grau 1) e y estd em As

(grau 3), o produto xy tem grau /.

Ay = (ry) = dimA, =1

Portanto, a fung¢do de Hilbert é (1,1,0,1,1).

Para verificar a WLP, precisamos verificar se existe um elemento L € A tal que a

multiplicagdo por L tem posto mdximo entre A; e A; 1.

Escolhemos L = x. A multiplicagdo por x em A € tal que:
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Pois:

1-x:x‘x-x:0‘0-x:0‘y-m:xy

Analisando a multiplicagdo em cada componente graduado:

L: Ay — Ay, onde 1 == x: A multiplicacio de 1 por x € x, logo, dimIm(L) = 1
min{dimDom(L),dimCD(L)}.

L: A — As, onde x —— 22 = 0: A multiplicagio de x por x é zero (z* = 0),
portanto dimIm(L) = 0 = min{dimDom(L),dimCD(L)}.

e L : Ay = As, onde 0 = 0x = 0: A multiplicacio de zero por x € zero, entdo
dimIm(L) = 0 = min{dimDom(L),dimCD(L)}.

L:As — Ay, onde y —— xy: A multiplicacio de y por x é xy, logo, dimIm(L) =
1 = min{dimDom(L),dimCD(L)}.

Portanto, em todos os casos, vemos que x cumpre a condigdo para ser elemento fraco

de Lefschetz, entdo, podemos dizer que x é um elemento de Lefschetz fraco.
Caso 2: deg(xz) =1 e deg(y) =2

Agora, analisaremos com graus 1 e 2 para x e y, respectivamente.

e Ay: Contém apenas o elemento 1.

Ay : Contém elementos de grau 1. Como deg(x) =1, Ay é gerado por x.

Ay: Contém elementos de grau 2. Como deg(y) = 2, Ay € gerado por y.

As: Contém elementos de grau 3. Como x estd em Ay (grau 1) e y estd em A,

(grau 2), o produto xy tem grau 3.

Ay = (zy) = dimA3 =1

Portanto, a func¢io de Hilbert é (1,1,1,1).

Para verificar a WLP, precisamos verificar se existe um elemento L € Ay tal que a

multiplicagcdo por L tem posto mdximo entre A; e A;y 1.
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Escolhemos L = x. A multiplicagio por x em A € tal que:

Ao | Ar | A, | 4
1 ‘ x ‘ Y ‘xy

Pois:

l-x:x‘m-x:()‘y-x:xy
Analisando a multiplicacao em cada componente graduado:
o L:Ay— Ay, onde 1+ x: A multiplicagio de 1 por x é x, logo, dimIm(L) =1 =
min{dimDom(L),dimCD(L)}.

o L: A — Ay, onde v —— 2% = 0: A multiplica¢io de x por x é zero (x* = 0),
portanto dimIm(L) = 0 # min{dimDom(L),dimCD(L)} = 1.

o L: Ay — Az, ondey—— xy: A multiplicagio de y por x é zy, logo, dimIm(L) =
1 = min{dimDom(L),dimCD(L)}.
Note que, no caso L : Ay — Ay, temos que dimIm(L) # min{dimDom(L),dimCD(L)}.
Logo, x nao cumpre a condicao para ser Elemento Fraco de Lefschetz.
Caso 3: deg(z) =1 e deg(y) =1

Nesse caso, ambos os graus sao iguais a 1.

e Ay: Contém apenas o elemento 1.

e Ay: Contém elementos de grau 1. Como deg(z) =1 e deg(y) = 1, Ay € gerado porx

ey.
A = (z,y) = dimA4; =2

e Ay: Contém elementos de grau 2. Como x ey estao em Ay, o produto xy tem grau
2.
Ay = (zy) = dimAy =1

Portanto, a fung¢ao de Hilbert é (1,2,1).

Para verificar a WLP, precisamos verificar se existe um elemento L € A tal que a

multiplicagdo por L tem posto completo entre A; e A;i1.
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Escolhemos L = x. A multiplicacio por x em A é:

Ao | Ar |4
1 ‘x,y‘xy

Pois:

1~x:x‘x~x20,y~az:x’y

Analisando a multiplicacao em cada componente graduado:

o L:Ay— Ay, onde 1+ x: A multiplicagio de 1 por x é x, logo, dimIm(L) =1 =
min{dimDom(L),dimCD(L)}.

o L : A — Ay, onde z,y = 2%, yx = yx: A multiplicacio de x,y por x é xy,
portanto dimIm(L) = 1 = min{dimDom(L),dimCD(L)}.

Portanto, em todos os casos, vemos que x cumpre a condi¢dao para ser elemento fraco

de Lefschetz, entdo, podemos dizer que x é um elemento de Lefschetz fraco.

5.2 Propriedade de Lefschetz Forte

Definigao 5.2.1. Seja A = GB A, Ae # 0, uma dlgebra graduada artiniana. Dizemos
que A possui a Propriedade Forte de Lefschetz se existe um elemento L € Ay tal que o
mapa multiplicativo

xL%: A — Aiva
tem posto mdazrimo para todo 0 <i<c—1el <d<c—1i. Chamamos L € Ay com esta
propriedade, de Elemento Forte de Lefschetz. Quando A possuir a Propriedade Forte de

Lefschetz e L € Ay for o elemento forte de Lefschetz, diremos que o par (A, L) possui a
Propriedade Forte de Lefschetz.

Proposicao 5.2.1. Seja A uma K-dlgebra graduada artiniana. Se A possui a Propriedade
Forte de Lefschetz, entdo a funcio de Hilbert de A € unimodal.

Demonstracao. Suponha que a funcao de Hilbert de A nao seja unimodal. Entao, existe
um inteiro k < [ < m tal que

dzmkAk > dzmkAl < dzmkAm

Dai, o mapa multiplicativo x L™ % : A, — A,, ndo pode ter posto maximo para qualquer
elemento linear L € A. Assim, A nao pode ter a propriedade forte de lefschetz, o que é

uma contradi¢do com a hipdtese. O]
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Definicao 5.2.2. Seja A = @ A, Ag # 0, uma K-dlgebra Artiniana graduada. A possui
a propriedade de Lefschetz Forte Narrow Sense se existir um elemento L € Ay tal que o

mapa multiplicativo

XLdi% : Al — Ad—i

d
seja bijetivo para i =0,..., [2] :

Se uma K-algebra Artiniana graduada A possui a Propriedade de Lefschetz Forte
Narrow Sense, entao o vetor de Hilbert de A é unimodal e simétrico, conforme o seguinte

teorema mostra:

Teorema 5.2.1. Seja A = @ A, Ag # 0, uma K-dlgebra Artiniana graduada. A possui
a SLP e o vetor de Hilbert e szmetmco se e somente se A possuir a SLP narrow sense.
Demonstracao. Suponha que A possui a SLP e que seu vetor de Hilbert é simétrico.

Sabemos que a SLP garante que existe L € Ay tal que a multiplicagao
X L3720 A — Ay,
é de posto maximo para todo 7. Como o vetor de Hilbert de A é simétrico, temos
dimg A; = dimg Ag_;.

Assim, o fato de x L?~? ter posto méximo implica que é uma bijeco, pois os espacos tém

a mesma dimensao. Logo, A possui a SLP narrow sense.

Reciprocamente, Suponha que A possui a SLP no sentido estrito. Isso significa que
para um certo elemento L € Ay, o operador de multiplicacio xL% 2 : A, — Ay_; é um

isomorfismo para todo ¢. Dali, segue que
dimK Al = dlmK Ad—ia V.

Essa simetria mostra que o vetor de Hilbert de A é simétrico, como queriamos demonstrar.
]

Corolario 5.2.1. Seja A = @@L, A;, Aq # 0 uma Algebra Gorenstein Artiniana, com

graduacdo usual. As duas condigcoes SLP e SLP narrow sense sao equivalentes.

Demonstragio. Como A é uma algebra artiniana gorenstein com graduacao usual, entao
o vetor de Hilbert é simétrico. Dali, pelo Teorema 5.2.1, A possui a SLP se, e somente se,

A possui a SLP narrow sense. ]
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Exemplo 5.2.1. Considere K como um corpo de qualquer caracteristica. Seja A =

Klz,y]/ (2 xy,y*) com a > 3.

Vamos analisar os componentes graduados de A e verificar se a dlgebra possui a Pro-
priedade Forte de Lefschetz (SLP).

Ag: Contém apenas o elemento 1.

Ay : Contém elementos de grau 1. Como deg(z) =1 e deg(y) = 1, Ay € gerado por
T evy.

A = (z,y) = dimA; =2
o Ay: Contém elementos de grau 2. Como x?> =0 e zy = 0, o tnico elemento de grau
2 ¢ y2.
A2 = <y2> — d1mA2 =1

A;: Para i > 3, temos que A; = (y").

A= (y") = dimA; =1 parai>3

Portanto, a fungao de Hilbert de A é (1,2,1,1,...,1).
—_——

a—2

Para verificar a SLP, escolhemos L =y + bx. A multiplicacao por L em A € tal que:

Analisando a multiplicagdo em cada componente graduado:
e L : Ay — Ay, onde 1 NECN y + bx: A multiplicacio de 1 por y + bx é y + bx, logo,
dimIm(L) = 1 = min{dim Dom(L), dim CD(L)}.

e L : A — As, onde x N ry+ b’ =0cey N y? + bay: A multiplicacio de x
por y +bx € zero e a multiplicagio de y por y + bx é y*, portanto dimIm(L) =1 =
min{dim Dom(L),dim CD(L)}.

e L : Ay — As, onde y2 = y3: A multiplicacio de y2 por y + bxr é 3, logo,
dimIm(L) = 1 = min{dim Dom(L), dim CD(L)}.

Portanto, y 4+ bx cumpre a condi¢io para ser um Elemento de Lefschetz forte.

Além disso, note que a funcao de Hilbert de A nao é simétrica. Portanto, pelo teorema

5.2.1, ela nao possui SLP narrow sense.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, exploramos aspectos fundamentais da teoria dos anéis artinianos Gorens-
tein, dos sistemas inversos de Macaulay e das propriedades de Lefschetz, com o objetivo
de compreender suas relacoes e aplicagoes na algebra comutativa. Inicialmente, apresen-
tamos as bases tedricas necessarias para a compreensao desses conceitos, enfatizando a
construgao dos sistemas inversos e suas conexdes com a estrutura dos anéis Gorenstein.
Posteriormente, discutimos as propriedades de Lefschetz, analisando suas implicagoes e

relevancia dentro da area.

Embora o presente trabalho tenha abordado aspectos essenciais desses temas, ainda
h& muitas questoes em aberto que podem ser investigadas. Entre as possiveis diregoes
futuras de pesquisa, destacam-se a exploracido de novas caracterizagoes dos anéis Gorens-
tein em contextos mais gerais, a analise mais profunda das propriedades de Lefschetz,
a investigacao de conexdes entre essas propriedades e problemas classicos em &lgebra,

combinatoria, topologia e geometria.

Além disso, este trabalho serviu como base para estudos mais avancados a nivel de
mestrado e doutorado na area de algebra, contribuindo para a formagao e aprofundamento
de pesquisas futuras no campo. A expectativa é que os conceitos aqui discutidos possam
ser ampliados e aplicados em contextos mais abrangentes, fomentando o desenvolvimento

da area e incentivando novas descobertas matemaéticas.

Por fim, esperamos que este trabalho contribua para 11’zzzzo aprofundamento do
conhecimento sobre esses temas e sirva como base para futuras pesquisas na area, incen-

tivando novos estudos e aplicagoes dessas teorias em diferentes contextos matematicos.
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