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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre anéis artinianos Gorenstein e suas propriedades,
com foco nas conexões com a Propriedade de Lefschetz e os Sistemas Inversos de Macaulay.
Inicialmente, são introduzidas as teorias dos anéis, álgebras e módulos, fundamentais para
a compreensão dos resultados mais avançados. Em seguida, é discutida a construção dos
sistemas inversos de Macaulay, ferramenta chave para o desenvolvimento da teoria dos
anéis Gorenstein. O trabalho culmina com a exploração das Propriedades de Lefschetz,
tanto em sua forma fraca quanto forte, enfatizando suas características singulares. Os
resultados obtidos contribuem para uma melhor compreensão da álgebra comutativa.

Palavras-chaves: Anéis Gorenstein, Sistemas Inversos, Propriedades de Lefschetz.





Abstract

This work presents an study of Artinian Gorenstein rings and their properties, focusing
on the connections with the Lefschetz Property and Macaulay’s Inverse Systems. Ini-
tially, the theories of rings, algebras, and modules are introduced, which are fundamental
for understanding more advanced results. Then, the construction of Macaulay’s inverse
systems is discussed, a key tool in the development of the theory of Gorenstein rings. The
work culminates in an exploration of the Lefschetz Properties, both in their weak and
strong forms, emphasizing their unique characteristics. The results obtained contribute
to a better understanding of commutative algebra.

Keywords: Gorenstein Rings, Inverse Systems, Lefschetz Properties.
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1 Introdução

A Álgebra Comutativa é uma área importante da matemática, oferecendo meio essenciais
para a análise de estruturas algébricas. Neste contexto, os Anéis Artinianos Gorenstein
e as Propriedades de Lefschetz emergem como um objeto de estudo de grande relevân-
cia para a área, não apenas por suas importantes propriedades, mas também por suas
aplicações em outras áreas da matemática, como geometria e combinatória.

Este trabalho visa explorar os Anéis Gorenstein, com um foco especial nas suas carac-
terizações, construídas por meio de conceitos dos Sistemas Inversos de Macaulay. Além
disso, também são abordadas as Propriedades de Lefschetz Fracas e Fortes e suas carac-
terizações. A escolha desse tema se justifica pela importância crescente das Propriedades
de Lefschetz no desenvolvimento de pesquisas contemporâneas, relacionando-as principal-
mente às áreas de álgebra, geometria e combinatória.

A primeira parte deste trabalho será dedicada à fundamentação teórica, onde apre-
sentaremos os conceitos básicos de anéis, álgebras e módulos, estabelecendo um alicerce
necessário para a compreensão dos tópicos subsequentes. Na sequência, abordaremos a
construção dos Sistemas Inversos de Macaulay, que são de extrema importância e rele-
vância para a análise de anéis Gorenstein, que é o assunto referente à terceira parte deste
trabalho. Por fim, discutiremos as Propriedades de Lefschetz, tanto em sua forma fraca
quanto forte, destacando suas propriedades.

Através deste estudo, pretende-se não apenas apresentar resultados teóricos, mas tam-
bém fomentar uma reflexão crítica sobre as interações entre os diversos conceitos aborda-
dos, contribuindo assim para um entendimento mais profundo da estrutura e das propri-
edades dos Anéis Artinianos Gorenstein e das Propriedades de Lefschetz. A expectativa
é que este trabalho sirva para estudos à nível de iniciação científica, ampliando o entendi-
mento sobre anéis artinianos Gorenstein e Propriedades de Lefschetz e contribuindo para
o desenvolvimento contínuo da matemática.
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2 Preliminares

2.1 Teoria dos Anéis e Álgebras

Definição 2.1.1. Seja A um conjunto não vazio munido com duas operações: uma adição
(+) e uma multiplicação (∗). Dizemos que (A, +, ∗) é um anel quando para quaisquer
a, b, c ∈ A, tivermos:

i) (A, +) é um grupo1 aditivo comutativo;

ii) (Associatividade da multiplicação): a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c;

iii) (Distributividade da adição à esquerda): a ∗ (b + c) = (a ∗ b) + (a ∗ c);

vi) (Distributividade da adição à direita): (a + b) ∗ c = (a ∗ c) + (b ∗ c).

Exemplo 2.1.1. O conjunto dos números inteiros Z, munido das operações usuais de
adição e multiplicação, é um anel. De fato:

• (Z, +) é um grupo aditivo comutativo, pois:

– A adição em Z é associativa e comutativa;

– Existe o elemento neutro 0 ∈ Z;

– Para cada a ∈ Z, existe −a ∈ Z tal que a + (−a) = 0.

• A multiplicação é associativa, ou seja, para quaisquer a, b, c ∈ Z, temos a · (b · c) =
(a · b) · c.

• A multiplicação é distributiva em relação à adição, tanto à esquerda quanto à direita:
a · (b + c) = (a · b) + (a · c) e (a + b) · c = (a · c) + (b · c).

1 Seja G um conjunto não vazio munido de uma operação (∗). Dizemos que G é um grupo se, para todo
a, b, c ∈ G, tivermos:
i) (Associatividade): a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c;
ii) (Elemento neutro): a ∗ e = a = e ∗ a, ∀e ∈ G;
iii) (Elemento inverso): a ∗ b = e = b ∗ a, ∀e ∈ G.
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Definição 2.1.2. Seja A um anel e B ⊂ A não vazio. Dizemos que B é um subanel de
A quando, munido com as operações de A, B é anel.

Exemplo 2.1.2. Considere A = Z o conjunto dos números inteiros com as operações
usuais de adição e multiplicação, e o subconjunto B = P = {2n | n ∈ Z}, ou seja,
o conjunto dos números pares. Vamos provar que P está contido em Z e que, com as
operações herdadas de Z, P é um anel.

• Inclusão: Para todo a ∈ P, por definição, a = 2n para algum n ∈ Z. Como Z é
fechado em relação à multiplicação por inteiros, 2n ∈ Z. Logo, P ⊆ Z.

• Verificação das propriedades do anel:

– Fechamento em relação à adição: Se a, b ∈ P, então a = 2n e b = 2m para
alguns n, m ∈ Z. Assim, a + b = 2n + 2m = 2(n + m) ∈ P.

– Fechamento em relação à multiplicação: Se a, b ∈ P, então a = 2n e b = 2m

para alguns n, m ∈ Z. Assim, a · b = (2n)(2m) = 4nm = 2(2nm) ∈ P.

– Neutro aditivo: O neutro aditivo em Z é 0, e como 0 = 2 · 0, temos 0 ∈ P.

– Oposto aditivo: Para todo a ∈ P, a = 2n para algum n ∈ Z. O oposto de a em
Z é −a = −2n = 2(−n) ∈ P.

– Associatividade da adição e multiplicação: Essas propriedades são herdadas
diretamente de Z, pois P ⊆ Z.

– Distributividade: A distributividade também é herdada de Z, já que P utiliza
as operações de Z.

Assim, P é um anel com as operações herdadas de Z e, portanto, é um subanel de Z.

Definição 2.1.3. Seja A um anel. Se A conta com elemento neutro para a multiplicação,
isto é, se existe um elemento 1A ∈ A, 1A ̸= 0A, tal que a ∗ 1A = 1A ∗ a = a, qualquer que
seja a ∈ A, então se diz que 1A é a unidade de A, e que A é um anel com unidade.

A partir daqui, vamos assumir que todos os anéis têm o 1A, ou seja, que todos são
anéis com unidade.

Definição 2.1.4. Seja A um anel. Um elemento a ∈ A é chamado de

• divisor de zero se a ̸= 0, e se existe b ∈ A; b ̸= 0 tal que ab = 0.

• nilpotente se an = 0 para algum n ∈ N.

• idempotente se a2 = a (e portanto, an = a para todo n ∈ N).
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Definição 2.1.5. Seja A um anel. Dizemos que A é

• comutativo se a multiplicação é comutativa, isto é, se a ∗ b = b ∗ a, ∀a, b ∈ A.

• corpo Se A é comutativo e todo elemento não nulo de A possuir inverso multipli-
cativo. Isto é, para cada a ∈ A não-nulo, existe a−1 tal que, a ∗ a−1 = 1A

• domínio de integridade se A é comutativo e não possui divisores de zero.

• reduzido se não tem nilpotentes além do zero.

• indecomponível se seus únicos idempotentes são 0 e 1.

Proposição 2.1.1. Todo corpo é um domínio de integridade.

Demonstração. Seja A um corpo. Suponha, por contradição, que existem a, b ∈ A dois
elementos não nulos tais que ab = 0. Como um corpo tem inversos multiplicativos, então

a−1 ∗ ab = a−1 ∗ 0

⇒ 1A ∗ b = 0

⇒ b = 0

Isso é uma contradição, porque assumimos que b era não nulo. Portanto, em um corpo,
o produto de quaisquer dois elementos não nulos não pode ser zero. Isso mostra que todo
corpo é um domínio de integridade.

Definição 2.1.6. Seja A um anel e I um subconjunto de A. Dizemos que I é um ideal
de A quando temos:

i) x − y ∈ I, ∀x, y ∈ I;

ii) a ∗ x ∈ I e x ∗ a ∈ I, ∀x ∈ I e ∀a ∈ A.

Exemplo 2.1.3. No anel Z, para qualquer inteiro n, nZ = {0, ±n, ±2n, ...} é um ideal
de Z. De fato:

• Se x, y ∈ Z, então x = rn e y = sn, para convenientes inteiros r e s. Logo,
x − y = rn − sn = (r − s)n, em que r − s é inteiro. De onde, x − y ∈ nZ.

• Sejam a ∈ Z e x ∈ nZ; então x = nq, q ∈ Z, e, portanto, ax = a(nq) = (aq)n, em
que aq é inteiro. O que mostra que ax ∈ nZ.

Definição 2.1.7. Sejam I e J ideais em um anel comutativo A. A soma dessses ideais
é o subconjunto de A indicado por I + J , e definido como:

I + J = {x + y : x ∈ I, e y ∈ J}
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Proposição 2.1.2. Se I e J são ideais de um anel comutativo A, então:

i) I + J contém I e J .

ii) Todo ideal em A que contém I e contém J também contém I + J .

Demonstração. i) Seja x ∈ I. Como x = x + 0, e 0 ∈ J , então x ∈ I + J , logo, I + J ⊃ I.
Analogamente, seja y ∈ J . Como y = y + 0, e 0 ∈ I, então y ∈ I + J , logo, I + J ⊃ I.

ii) Seja L um ideal em A tal que L ⊃ I e L ⊃ J . Devemos provar que todo elemento
de I +J também é um elemento de L. De fato, se r ∈ I +J , então r = x+y, tal que x ∈ I

e y ∈ J . Como L ⊃ I, então x ∈ L; e como L ⊃ J , então y ∈ L. Logo, x + y = r ∈ L,
como queríamos demonstrar.

Definição 2.1.8. Seja A um anel comutativo com unidade:

• Seja X = {x1, x2, x3, ..., xn} um subconjunto de A. Definimos o ideal gerado por
X de A como ⟨x1, x2, ..., xn⟩ = {a1x1 + a2x2 + a3x3 + ... + anxn; xi ∈ A}

• Um ideal I de A é dito ideal principal quando I =< a >= {x ∗ a; x ∈ A} para
algum elemento a ∈ A.

• Um ideal I de A é dito finitamente gerado quando existem a1, a2, ..., an ∈ A tais
que I =< a1, a2, ..., an >.

Definição 2.1.9. Sejam I e J dois ideais de um anel A. O conjunto:

(I : J) = {x ∈ A : (x · b) ∈ I, ∀b ∈ J}

É chamado de condutor de J à I.

Exemplo 2.1.4. Seja A = Z o anel dos números inteiros, com os ideais I = 6Z, e
J = 3Z. O condutor de J à I é o conjunto x ∈ Z tais que x ∗ b ∈ 6Z, para todo b ∈ 3Z,
ou seja, 3x deve ser múltiplo de 6. Isso implica que x deve ser múltiplo de 2, logo:

(6Z : 3Z) = 2Z

Proposição 2.1.3. Seja A um anel e I um ideal de A. Se o anel possui unidade, e se
algum elemento inversível do anel pertence à I, então I = A.

Demonstração. Como I ⊂ A, basta mostrar que A ⊂ I. Para isso, tomemos um elemento
genérico a do anel. Temos que a = a · 1, onde 1 é a unidade do anel. Tomando-se um
elemento inversível u ∈ I, o que é garantido pela hipótese, então, para algum v ∈ A,
uv = 1. Portanto,

a = a · 1 = a(uv) = (av)u
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Observando-se que av ∈ A e u ∈ I, então a = (av)u ∈ I. Se todo elemento de A pertence
à I, então A ⊂ J , como queríamos demonstrar.

Definição 2.1.10. Seja A um anel e I ⊆ A um ideal. Definimos a relação de congruência
módulo I em A por

a ≡ b (mod I) ⇐⇒ a − b ∈ I.

Essa relação é uma relação de equivalência em A, cujas classes de equivalência são cha-
madas de classes laterais do ideal I, denotadas por uma das seguintes formas:

a + I = a mod I = a ∈ A/I, (a ∈ A).

O conjunto dessas classes laterais é denotado por A/I, isto é,

A/I = {a + I | a ∈ A}.

Definimos sobre A/I as operações de soma e multiplicação dadas por:

i) (a + I) + (b + I) = (a + b) + I, ∀a, b ∈ A;

ii) (a + I) · (b + I) = (a · b) + I, ∀a, b ∈ A.

Essas operações estão bem definidas, ou seja, se a ≡ a′ (mod I) e b ≡ b′ (mod I), então:

(a + I) + (b + I) = (a′ + I) + (b′ + I), (a + I) · (b + I) = (a′ + I) · (b′ + I).

Isso decorre do fato de que I é um ideal, garantindo que as operações não dependem da
escolha dos representantes das classes.

O conjunto A/I, munido dessas operações, forma um anel, chamado de anel quoci-
ente de A por I.

Exemplo 2.1.5. Considere o anel A = Z e o ideal I = 5Z, com as operações de adição
e multiplicação usuais. Temos que:

• 0 + I = {..., −15, −10, −5, 0, 5, 10, 15, ...} = I

• 1 + I = {..., −14, −9, −4, 1, 6, 11, 16, ...}

• 2 + I = {..., −13, −8, −3, 2, 7, 12, 17, ...}

• 3 + I = {..., −12, −7, −2, 3, 8, 13, 18, ...}

• 4 + I = {..., −11, −6, −1, 4, 9, 14, 19, ...}

• 5 + I = {..., −10, −5, 0, 5, 10, 15, 20, ...} = I



24 Capítulo 2. Preliminares

Portanto, o anel quociente de A por I é A/I = {I, 1 + I, 2 + I, 3 + I, 4 + I}.

Sendo A/I = {I, 1 + I, 2 + I, 3 + I, 4 + I}, são alguns exemplos de adição entre seus
elementos: (2+I)+(1+I) = (2+1)+I = 3+I, e (2+I)+(4+I) = (2+4)+I = 6+I = 1+I.

Sendo A/I = {I, 1 + I, 2 + I, 3 + I, 4 + I}, alguns exemplos de multiplicação entre
seus elementos são: (2 + I) ∗ I = (2 + I) ∗ (0 + I) = (2 ∗ 0) + I = 0 + I = I, e
(2 + I) ∗ (4 + I) = (2 ∗ 4) + I = 8 + I = 3 + I.

Definição 2.1.11. Sejam A1 e A2 anéis. Dizemos que a função f : A1 → A2 é um
homomorfismo quando tivermos:

i) f(a + b) = f(a) + f(b), ∀a, b ∈ A1;

ii) f(a ∗ b) = f(a) ∗ f(b), ∀a, b ∈ A1.

Exemplo 2.1.6. Quaisquer que sejam os anéis A e B, a aplicação f : A → B, f(x) = 0B,
x ∈ A, é um homomorfismo de anéis, já que:

• f(a + b) = 0B = 0B + 0B = f(a) + f(b);

• f(a ∗ b) = 0B = 0B ∗ 0B = f(a) ∗ f(b).

Definição 2.1.12. Seja f : A1 → A2 um homomorfismo de anéis. Definimos

• O núcleo de f por Ker(f) = {x ∈ A1; f(x) = 0}.

• A imagem de f por Im(f) = {f(x); x ∈ A1}.

Exemplo 2.1.7. Considere o anel (Z×Z, ⊕, ⊗) cujas operações ⊕ e ⊗ são definidas por:

(a, b) ⊕ (c, d) = (a + c, b + d)

(a, b) ⊗ (c, d) = (0, bd).

e considere o homomorfismo f tal que f : Z × Z → Z, com f(a, b) = b. Então,

• Seja (a, b) ∈ Ker(f). Então f(a, b) = b = 0. Logo, Ker(f) = {(a, 0); a ∈ Z}.

• Como f(a, b) = b, a imagem consiste em todos os valores possíveis de b, onde b ∈ Z.
Assim,Im(f) = {b | b ∈ Z} = Z.

Proposição 2.1.4. Seja f : A → B um homomorfismo de anéis. Então Ker(f) é um
ideal de A.

Demonstração. De fato, veja que:
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• Sejam a, b ∈ Ker(f). Então f(a − b) = f(a) − f(b) = 0 − 0 = 0, ou seja, a − b ∈
Ker(f).

• Seja x ∈ A e a ∈ Ker(f). Então f(a ∗ x) = f(a) ∗ f(x) = 0 ∗ f(x) = 0, portanto,
a ∗ x ∈ Ker(f).

Assim, Ker(f) é um ideal de A, como queríamos demonstrar.

Proposição 2.1.5. Seja f : A → B um homomorfismo de anéis. Então f é injetiva se,
e somente se, Ker(f) = 0.

Demonstração. Suponhamos que f é injetiva. Note que 0 ⊂ Ker(f), uma vez que f(0) =
0. Resta mostrar que Ker(f) ⊂ 0.

Seja a ∈ Ker(f). Assim, f(a) = 0 = f(0), e como, por hipótese, f é injetiva, segue
que a = 0. Logo, Ker(f) ⊂ 0, e por fim, Ker(f) = 0.

Reciprocamente Suponhamos agora que Ker(f) = 0, e sejam a, b ∈ A, tais que f(a) =
f(b). Então,

0 = f(a) − f(b) = f(a) + f(−b) = f(a − b).

Logo, a − b ∈ Ker(f) = 0, e daí, a = b. Portanto, f é injetiva.

Proposição 2.1.6. Seja A um anel não nulo. Então, as seguintes afirmações são equi-
valentes:

i) A é um corpo;

ii) Os únicos ideais em A são 0 e A;

iii) Todo homomorfismo de A para um anel não nulo B é injetivo.

Demonstração. i) ⇒ ii). Suponha que I ̸= 0 seja um ideal em A. Então, existe a ∈ I,
a ̸= 0, que é inversível, por A ser um corpo. Assim, pela Proposição 2.1.2, I = A.

ii) ⇒ iii). Seja ϕ : A → B um homomorfismo de anéis não nulo. Então, pela
Proposição 2.1.3, Ker(ϕ) é um ideal em A. Portanto, por hipótese, Ker(ϕ) = 0, ou
Ker(ϕ) = A, o que implica que ϕ é injetivo, pela Proposição 2.1.4.

iii) ⇒ i). Suponha que x seja um elemento em A que não é uma unidade. Então,
(x) ̸= A, implicando que B = A/(x) não é o anel nulo. Seja ϕ : A → B o homomorfismo
natural de A para B, com Ker(ϕ) = (x). Pela hipótese, ϕ é injetivo, o que implica que
(x) = 0 e, portanto, x = 0.
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Definição 2.1.13. Seja M um ideal de um anel comutativo A. Dizemos que M é um
ideal maximal se M ̸= A, e se os únicos ideais em A que contêm M são o próprio M

e A.

Exemplo 2.1.8. Considere o anel Z dos números inteiros. Todos os ideais de Z são da
forma nZ, para n ∈ Z+. O ideal maximal desse anel corresponde à todos os ideais pZ,
onde p é um número primo.

Proposição 2.1.7. Seja A um anel comutativo com unidade, e M um ideal de A. Então
M é um ideal maximal de A se, e somente se, A/M é um corpo.

Demonstração. Suponhamos que M é maximal. Então, M ̸= A e, portanto, 1 + M ̸=
0 + M . Seja x ∈ A tal que x + M ̸= 0 + M . Então x /∈ M .

Provemos que x + M tem inverso em A/M . Consideremos os ideais ⟨x⟩ e M + ⟨x⟩.
Como M ⊊ M +⟨x⟩, e M é maximal, temos M +⟨x⟩ = A. Logo, 1 ∈ M +⟨x⟩, e, portanto,
existem m ∈ M e t ∈ A tais que 1 = m + xt, onde

1 + M = (m + M) + (xt + M) = (x + M)(t + M)

pelo que o elemento não nulo x+M de A/M tem inverso t+M . Como A/M é comutativo
com unidade, então A/M é corpo.

Reciprocamente, suponhamos que A/M é corpo. Então 0 + M ̸= 1 + M , onde 1 /∈ M ,
e portanto, M ̸= A. Tomemos um ideal I de A tal que M ⊊ I. Seja x ∈ I − M . Então
x + M ̸= 0 + M pelo que existe inverso de x + M , digamos y + M . Assim,

1 + M = (x + M)(y + M) = xy + M

onde 1 = xy+z, para algum z ∈ M . Como M ⊆ I, temos z ∈ I e, como x ∈ I, concluímos
que 1 ∈ I. Logo, I = A. Portanto M é maximal.

Definição 2.1.14. O conjunto de todos os ideais maximais de um anel A é chamado
espectro maximal de A, e denotado por Specm A.

Definição 2.1.15. Seja A um anel. Um ideal I ⊊ A chamadod de ideal primo se ab ∈ I

implicar que a ∈ I ou b ∈ I.

Exemplo 2.1.9. Seja Z o anel dos números inteiros. Considere o ideal 2Z formado por
todos os múltiplos de 2 em Z. Suponha que ab ∈ 2Z, então ab é múltiplo de 2. Se a /∈ 2Z,
então a não é múltiplo de 2, e portanto, b deve ser múltiplo de 2 para que ab ∈ 2Z.
Analogamente, Se b /∈ 2Z, então b não é múltiplo de 2, e portanto, a deve ser múltiplo de
2 para que ab ∈ 2Z. Além disso, como 2Z ⊊ Z, 2Z é ideal primo do anel.

Definição 2.1.16. O conjunto de todos os ideais primos de um anel A é chamado es-
pectro primo de A, e denotado por Spec A.
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Proposição 2.1.8. Todo ideal maximal de um anel comutativo é primo.

Demonstração. Seja M um ideal maximal em um anel comutativo A. Da definição de
ideal maximal, docorre diretamente que M ̸= A. Assim, basta provar que, se a, b são
elementos de A tais que ab ∈ M , então a ∈ M ou b ∈ M .

Suponha, sem perda de generalidade, que a /∈ M e consideremos o ideal I = ⟨a⟩ + M .
Observemos que, devido à proposição 2.1.2., I ⊃ M .

Como, porém, a ∈ I, pois a = 1 ∗ a + 0, e 0 ∈ M , e estamos supondo que a /∈ M ,
então I contém propriamente M , e portanto, I = A. Isso implica que a unicidade de
A pode ser escrita como 1 = ra + m, em que re m são convenientes elementos de A e
M , respectivamente. Multiplicando-se os dois membros dessa igualdadade por b, temos
b = r(ab) + bm, e assim, temos que b ∈ M , posto que tanto ab como m são elementos de
M , como queríamos demonstrar.

Definição 2.1.17. Um anel A é chamado de local se possuir exatamente um ideal ma-
ximal, e semilocal se possuir pelo menos um e no máximo finitos ideais maximais. Se
A é um anel local com ideal maximal M, então o corpo k = A/M é chamado de corpo
residual de A, e denotado por (A, M, k).

Exemplo 2.1.10. Seja k um corpo. Então seu único ideal maximal é o ideal nulo. Logo,
k é um anel local.

Definição 2.1.18. Seja A um anel comutativo. Chamamos de A-álgebra um anel B

munido de um homomorfismo de anéis f : A → B. Assim, o homomorfismo f deve ser
considerado parte da estrutura da A-álgebra B.

Exemplo 2.1.11. O anel C dos números complexos é uma R−álgebra via o homomor-
fismo natural R → C, que envia cada r ∈ R para r + 0i.

Exemplo 2.1.12. O anel de polinômios A [x1, x2, ..., xn] é uma A-álgebra via inclusão
A → A [x1, x2, ..., xn].

Definição 2.1.19. Um homomorfismo de A-álgebras é um homomorfismo f : B →
C de anéis, compatível com os homomorfismos base g : A → B e h : A → C, isto é, tal
que o seguinte diagrama comuta (f ◦ g = h):

B

A C

f
g

h

Exemplo 2.1.13. Considere A = C = R, B = C, onde g : R → C, com g(x) = x;
h : R → R, com h(x) = x e f : C → R, com f(a + bi) = a.
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Note que o diagrama comuta, uma vez que (f ◦g)(x) = f(g(x)) = f(x+0i) = x = h(x).

Exemplo 2.1.14. Seja A um anel comutativo. Consideremos as A-álgebras: B = A[x],
e C = A[x, y], onde g : A → A[x], com g(x) = x; h : A → A[x, y], com h(x) = x, e
f : A[x] → A[x, y], com f(p(x)) = p(x).

Note que o diagrama comuta, uma vez que (f ◦ g)(x) = f(g(x)) = g(x) = x = h(x).

Definição 2.1.20. Uma A-álgebra B é dita finitamente gerada se existe um subcon-
junto finito {y1, y2, ..., yn} ⊆ B tal que B = A[y1, y2, ..., yn].

Exemplo 2.1.15. Considere o anel de polinômios k[x1, x2, . . . , xn] sobre um corpo k.

Note que qualquer elemento de k[x1, x2, . . . , xn] pode ser escrito como um polinômio
da forma: ∑

i1,i2,...,in

ci1,i2,...,inxi1
1 xi2

2 · · · xin
n ,

onde os coeficientes ci1,i2,...,in ∈ k e os expoentes i1, i2, . . . , in pertencem a N. Assim, o
conjunto {x1, x2, . . . , xn} gera k[x1, x2, . . . , xn] como k-álgebra.

Portanto, k[x1, x2, . . . , xn] é uma k-álgebra finitamente gerada.

2.2 Teoria dos Módulos

Definição 2.2.1. Seja A um anel. Um grupo abeliano aditivo (M, +) dotado da multi-
plicação por escalar

A × M −→ M

(a, m) 7−→ am

é chamado um A-módulo se, ∀a, a1, a2 ∈ A e ∀m, m1, m2 ∈ M , as seguintes condições
são satisfeitas:

i) (a1a2)m = a1(a2m);

ii) (a1 + a2)m = a1m + a2m;

iii) a(m1 + m2) = am1 + am2.

Se A possui o elemento identidade 1, e:

iv) 1m1 = m1

então temos que A é um A-módulo unitário.
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Exemplo 2.2.1. Todo anel A é um A-módulo sobre si mesmo.

Definição 2.2.2. Seja A um anel e M um A-módulo. Um subgrupo N de M é um A-
submódulo de M se é satisfeita a seguinte condição:

an ∈ N ; ∀a ∈ A e ∀n ∈ N

Exemplo 2.2.2. Um espaço vetorial V sobre um corpo K é um K-módulo. Os subespaços
vetoriais V são submódulos de V .

Definição 2.2.3. Seja M e N A-módulos. Um homomorfismo de A-módulos (ou
aplicação A-linear) f : M → N é um homomorfismo de grupos abelianos que é compatível
com as ações de A. Ou seja, se para todo a ∈ A e para todo x, y ∈ M , tivermos:

i) f(x + y) = f(x) + f(y)

ii) f(ax) = f(x)

Exemplo 2.2.3. Considere f : 2Z → 3Z, com f(2x) = 3x, ∀x ∈ Z. Então f é um
homomorfismo. De fato, ∀2x, 2x1, 2x2 ∈ 2Z, e ∀a ∈ Z, temos:

• f(2x1 + 2x2) = f(2(x1 + x2)) = 3(x1 + x2) = 3x1 + 3x2 = f(2x1) + f(2x2);

• f(a(2x)) = f(2ax) = 3ax = a(3x) = rf(2x).

Definição 2.2.4. Um A-módulo M é dito ser finitamente gerado se ele tem um con-
junto finito de geradores.

Exemplo 2.2.4. Qualquer espaço vetorial de dimensão finita sobre um corpo k é um
k-módulo finitamente gerado.

Exemplo 2.2.5. O módulo de polinômios em uma variável x sobre o anel A de grau n é
um A-módulo finitamente gerado. Este módulo é gerado por 1, x, x2, ..., xn.

Definição 2.2.5. Dados dois A-módulos M e N , o conjunto de todos os homomorfismos
f : M → N de A-módulos, é denotado por HomA(M, N).

A seguir, temos um caso particular da definição acima, quando temos os A-módulos
M = N .

Definição 2.2.6. Dado M um A-módulo, o conjunto de todos os homomorfismos de
A-módulos f : M → M é denominado endomorfismo, e denotado por EndA(M)
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Definição 2.2.7. Seja M um A-módulo.

i) Dado um elemento m ∈ M , o anulador de m é o ideal

AnnA(m) = {f ∈ A; fm = 0}

ii) O anulador de M é o ideal

AnnA(M) = {f ∈ A; fM = 0} = {f ∈ A; fm = 0, ∀m ∈ M}.

Exemplo 2.2.6. Seja I um ideal do anel A, e A/I um A-módulo. Então AnnA(A/I) = I.

Exemplo 2.2.7. Sejam A = Z/6Z o anel dos inteiros módulo 6, e sejam M = Z/3Z um
A-módulo. Note que o anulador do múdulo contém todos os a ∈ A que anulam qualquer
elemento de M . Daí, como 3 ∗ m = 0, para todo m ∈ M , então AnnA(M) = 0, 3.

Definição 2.2.8. Se f : M → N é um homomorfismo de A-módulos, então

• O núcleo de f é dado pelo conjunto

Ker(f) = {x ∈ M : f(x) = 0}

• A imagem de f é dado pelo conjunto

Im(f) = f(M)

Exemplo 2.2.8. Seja A = Z, M = Z e N = Z/6Z, e considere o homomorfismo
f : Z → Z/6Z, definido por f(x) = xmod(6).

• O núcleo contémtodos os x ∈ Z tais que xmod(6) = 0, ou seja, os múltiplos de 6.
Logo, Ker(f) = 6Z.

• Como f(x) representa o resto da divisão de x por 6, os possíveis valores de f(x)
são 0, 1, 2, 3, 4, 5. Ou seja, Im(f) = Z/6Z.

Definição 2.2.9. Seja A um anel comutativo com unidade, e sejam U, V e W A-módulos.
Uma função f : U × V → W é chamada emparelhamento bilinear se satisfaz as
seguintes condições:

i) f(λu, v) = λf(u, v); ∀u ∈ U, v ∈ V, λ ∈ A.

ii) f(u, λv) = λf(u, v); ∀u ∈ U, v ∈ V, λ ∈ A.

iii) f(u + w, v) = f(u, v) + f(w, v); ∀u, w ∈ U, v ∈ V .

iv) f(u, v + z) = f(u, v) + f(u, z); ∀u ∈ U, v, z ∈ V .
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Exemplo 2.2.9. Seja V um espaço vetorial sobre um corpo K equipado com um produto
interno ⟨·, ·⟩ : V × V → K. Temos que o produto interno ⟨·, ·⟩ é um emparelhamento
bilinear.
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3 Graduações e Sistemas Inversos de
Macaulay

3.1 Graduações

Definição 3.1.1. Seja G com conjunto não vazio munido de uma operação (∗). Dizemos
que (G, ∗) é um monóide se, para quaiquer a, b, c ∈ G, temos:

i) (Associatividade): a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c;

ii) (Elemento neutro): a ∗ e = a = e ∗ a, ∀e ∈ G.

Para as próximas definições, iremos considerar (G, +) como sendo um monóide comu-
tativo.

Definição 3.1.2. Um anel A é chamado de G-graduado se seu grupo aditivo (A, +)
admite uma decomposição como soma direta de subgrupos abelianos Ag

A =
⊕
g∈G

Ag

satisfazendo Ag ·Ah ⊆ Ag+h, para todo g, h ∈ G. Um elemento x de A é dito homogêneo
se x ∈ Ag, ∀g ∈ G.

Exemplo 3.1.1. Seja k um corpo. O anel de polinômios k[x] é Z-graduado, onde a
graduação é dada pelo grau do polinômio. Ou seja, k[x]n é o conjunto de todos os polinô-
mios homogêneos de grau n, juntamente com o polinômio zero. Por exemplo, k[x]0 = k,
k[x]1 = {ax : a ∈ k}, k[x]2 = {ax2 : a ∈ k}, e assim por diante. A condição
AnAm ⊆ An+m é satisfeita pois o produto de um polinômio de grau n por um polinô-
mio de grau m é um polinômio de grau n + m.

Definição 3.1.3. Seja A um anel G-graduado. Um A-módulo M é chamado de G-
graduado se (M, +) admite uma decomposição como soma direta de subgrupos abelianos
Mg

M =
⊕
g∈G

Mg
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satisfazendo Ag·Mh ⊆ Mg+h, para todo g, h ∈ G. Um elemento f de M é dito homogêneo
se f ∈ Mg, ∀g ∈ G.

Definição 3.1.4. Seja A um anel G-graduado. Um ideal I ⊆ A é dito um ideal homo-
gêneo se I é um submódulo graduado de A, ou seja, se (I, +) admite a decomposição

I =
⊕
g∈G

(I ∩ Ag)

Equivalentemente, I é um ideal homogêneo se é um ideal gerado por elementos homogêneos
do anel G-graduado A.

Exemplo 3.1.2. Seja I = (x1) ⊆ k[x1, x2]. Note que I é homogêneo, uma vez que seu
gerador x1 é um polinômio homogêneo de grau 1. Como I é gerado por um único polinômio
homogêneo, todos os seus elementos são da forma f(x1, x2) ·x1, onde f(x1, x2) ∈ k[x1, x2].
Esses elementos são combinações lineares de x1, que preservam a homogeneidade, pois
o produto de um polinômio homogêneo por outro polinômio resulta em um polinômio
homogêneo (ou uma soma de polinômios homogêneos). Portanto, I é um ideal homogêneo.

Exemplo 3.1.3. Seja I = (x2, xy) ⊂ k[x, y]. Note que I é homogêneo, pois seus gera-
dores x2 e xy são polinômios homogêneos de grau 2. Como I é gerado por polinômios
homogêneos, todos os seus elementos são combinações lineares desses geradores, ou seja,
têm a forma a(x, y)·x2+b(x, y)·xy, onde a(x, y) e b(x, y) são polinômios em k[x, y]. Essas
combinações lineares preservam a homogeneidade, pois o produto de polinômios homogê-
neos resulta em polinômios homogêneos (ou somas de polinômios homogêneos). Assim, I

é um ideal homogêneo.

Definição 3.1.5. Seja ⊕d≥0 Ad um anel graduado. O ideal homogêneo de A

A+ =
⊕
d>0

Ad

é chamado de ideal irrelevante.

Proposição 3.1.1. Seja A um anel N−graduado, com R0 = k, onde k é um corpo. Então
o ideal irrelevante A+ é o único ideal maximal homogêneo de A.

Demonstração. Note que o componente de grau zero de A é A0 = k, e como A+ contém
apenas elementos de grau maior que zero, ele não contém o elemento 1 ∈ A0 = k, portanto,
A+ ̸= A.

Além disso, suponha que exista um ideal I tal que A+ ⊊ I ⊂ A. Como I contém
propriamente A+, ele deve conter algum elemento a ∈ A0 = k, onde a ̸= 0. Como k é
um corpo, a é invertível em k. Portanto, I contém um elemento invertível, o que implica
que I = A. Assim, os únicos ideais que contêm A+, são o próprio A+ e A, logo, A+ é
maximal.
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Suponha agora outro ideal maximal homogêneo M ̸= A+. Como M é homogêneo, ele
deve ser gerado por elementos homogêneos. Se M contivesse algum elemento de A0 = k,
então M conteria um elemento invertível, o que implicaria M = A, contradizendo o fato
de que M é maximal. Logo, M deve estar contido em A+, mas como A+ é maximal, então
M = A+, logo, A+ é único.

Definição 3.1.6. Chamamos o ideal irrelevante A+ com as condições da proposição acima
de ideal maximal irrelevante.

Proposição 3.1.2. Seja A+ um ideal maximal irrelevante de um anel A N−graduado,
com R0 = k. Então A+ é o único ideal maximal com graduação do anel A.

Demonstração. Pela proposição 3.1.1., já sabemos A+ é um ideal maximal homogêneo de
A. Resta-nos mostrar que a unicidade.

Suponha que exista outro ideal maximal homogêneo M ̸= A+. Como M é homogêneo,
ele deve ser gerado por elementos homogêneos. Se M contivesse algum elemento de
A0 = k, então M conteria um elemento invertível, uma vez que k é um corpo, o que
implicaria M = A, contradizendo o fato de que M é maximal. Portanto, M não pode
conter elementos de A0, o que implica que M está contido em A+. No entanto, como
A+ é maximal, a única possibilidade é que M = A+. Isto mostra que A+ é o único ideal
maximal homogêneo em A, logo, o único ideal maximal com graduação do anel A, como
queríamos demonstrar.

3.2 Sistemas Inversos de Macaulay
Sendo k um corpo com característica zero1, vamos considerar os dois anéis de polinômios
a seguir:

R = k[x1, x2, x3, ..., xn] e S = k[y1, y2, y3, ..., yn].

Os polinômios de R representarão operadores diferenciais parciais que atuam sobre os
polinômios em S. Essa ação é chamada de ação de apolaridade de R em S, e é definida
pela configuração:

xi ◦ yj = ∂

∂yi

(yj) =

0, se i ̸= j;

1, se i = j.

1 A característica do Anel (R, +, ∗), escrevemos char(R), é o menor n ∈ N tal que 0 = n∗x = x+ ...+x
(n vezes), para todo x ∈ R. Caso não exista n ∈ N que satisfaça a equação temos char(R) = 0 e
dizemos que R é um anel de característica nula ou zero.
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Seja R1 e S1 os espaços dos polinômios de grau 1, nos anéis de polinômios R e S,
respectivamente. Dessa forma, {xi} de R1 pode ser considerado como o espaço dual de
{yi} de S1. Portanto, R1 pode ser pensado como o espaço dual de S1.

Além disso, podemos utilizar as propriedades padrões (e formais) da diferenciação
para estender essa ação para:

Ri × Sj −→ Sj−i

(ri, sj) 7−→ ri × sj = ri ◦ sj

Note que a ação de R em S transforma S em um R-módulo unitário, ou seja,

i) r ◦ (s1 + s2) = r ◦ s1 + r ◦ s2;

ii) (r1r2) ◦ s = r1 ◦ (r2s);

iii) (r1 + r2) ◦ s = r1 ◦ s + r2 ◦ s;

iv) 1 ◦ s = s;

Exemplo 3.2.1. Seja F2 = x2
1 + x1x2 e G4 = y4

1 + y4
2. Calcule F2 ◦ G4.

Solução: De fato, note que temos

F2 ◦ G4 = (x2
1 + x1x2) ◦ (y4

1 + y4
2)

=
(

∂

∂y1

)2

(y4
1 + y4

2) +
(

∂

∂y1

∂

∂y2

)
(y4

1 + y4
2)

= ∂

∂y1
(4y3

1) + ∂

∂y1
(4y3

2)

= 12y2
1.

Com isso, temos que F2 ◦ G4 = 12y2
1 ∈ S2.

Se tomarmos o monômio do anel R como xα := xa1
1 , xa2

2 ∗...∗xan
n (onde α = (a1, a2, ..., an),

ai ∈ Z+), e o monômio do anel S como yβ := yb1
1 , yb2

2 ∗ ...∗ybn
n (onde β = (b1, b2, ..., bn), bi ∈

Z+), então temos que:
α ≤ β ⇔ ai ≤ bi, ∀i ⇔ xα|xβ ∈ R.

Se xα não divide xβ em R, escrevemos α��≤β.
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Exemplo 3.2.2. Seja α = (2, 1, 0) e β = (4, 2, 1), e considere os monômios xα e yβ dados
por xα = x2

1x
1
2 e yβ = y4

1y2
2y1

3. Vamos calcular xα ◦ yβ aplicando a ação de apolaridade.

xα ◦ yβ =
(

∂2

∂y2
1

∂

∂y2

)
(y4

1y2
2y3)

=
(

∂

∂y1

∂

∂y2

)
(4y3

1y2
2y3)

=
(

∂

∂y2

)
(12y2

1y2
2y3)

= 24y2
1y2y3

Portanto, temos que xα ◦ yβ = 24y2
1y2y3.

Proposição 3.2.1. Seja xα e, yβ definidas como acima, temos que

xα ◦ yβ =


0, se α��≤β
n∏

i=1

(
(bi)!

(bi − ai)!

)
yβ−α, se α ≤ β

Demonstração. Caso 1: A condição α��≤β implica que existe pelo menos um índice i tal
que ai��≤bi. Para tal índice, ao aplicar a derivada parcial ai-ésima em ybi

i , teremos:

∂ai

∂yai
i

(ybi
i ) = 0, pois ai��≤bi.

Logo, xα ◦ yβ = 0.

Caso 2: Agora, suponha que α ≤ β, ou seja, ai ≤ bi para todo i = 1, 2, . . . , n. Vamos
analisar primeiramente o caso de uma única variável. Para um único par (xai

i , ybi
i ), o

monômio ybi
i é da forma:

ybi
i = yi · yi · . . . · yi (bi fatores).

Ao derivar ai-vezes (ai ≤ bi), temos que a primeira, a segunda e a ai-ésima derivada são,
respectivamente:

∂

∂yi

(ybi
i ) = biy

bi−1
i .

∂2

∂y2
i

(ybi
i ) = bi(bi − 1)ybi−2

i .

∂ai

∂yai
i

(ybi
i ) = bi!

(bi − ai)!
ybi−ai

i .

Agora, consideremos o caso geral, envolvendo múltiplas variáveis. Para os monômios
xα = xa1

1 xa2
2 · · · xan

n e yβ = yb1
1 yb2

2 · · · ybn
n , a ação xα ◦ yβ é separada por variável, ou seja:

xα ◦ yβ =
n∏

i=1

(
xai

i ◦ ybi
i

)
.
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Substituímos o resultado da derivada parcial em cada variável:

xα ◦ yβ =
n∏

i=1

bi!
(bi − ai)!

ybi−ai
i .

Podemos reescrever isso como:

xα ◦ yβ =
(

n∏
i=1

bi!
(bi − ai)!

)
yβ−α,

onde yβ−α = yb1−a1
1 yb2−a2

2 · · · ybn−an
n é o monômio resultante.

Exemplo 3.2.3. Seja α = (2, 1, 0) e β = (4, 2, 1), e considere os monômios xα e yβ dados
por xα = x2

1x
1
2 e yβ = y4

1y2
2y1

3.

Vamos calcular a ação de apolaridade xα ◦ yβ com base na que temos acima:

xα ◦ yβ =
n∏

i=1

(
bi!

(bi − ai)!

)
yβ−α

=
(

4!
(4 − 2)!

)(
2!

(2 − 1)!

)(
1!

(1 − 0)!

)
y4−2

1 y2−1
2 y1−0

3

=
(

4!
2!

)(
2!
1!

)(
1!
1!

)
y2

1y1
2y1

3

= (12)(2)(1)y2
1y2y3

= 24y2
1y2y3.

Assim, temos que xα ◦ yβ = 24y2
1y2y3 para os monômios dados.

Proposição 3.2.2. Sejam Rj e Sj o espaço dos polinômios homogêneos de grau j dos
anéis R e S, respectivamente. A partir das propriedades mencionadas acima, a ação de
apolaridade induz um emparelhamento k-bilinear.

Rj × Sj −→ k

para cada j = 0, 1, 2, ....

Demonstração. A ação de apolaridade de R sobre S define uma operação ◦ que associa
elementos de Rj e Sj a elementos do corpo k. Isto é, para quaisquer r ∈ Rj e s ∈ Sj,
temos: r ◦ s ∈ k.

Essa propriedade decorre do fato de que r consiste em operadores diferenciais homo-
gêneos de grau j, enquanto s é um polinômio homogêneo de grau j. Como a diferenciação
reduz o grau dos monômios, a aplicação de r a s resulta em um escalar em k.

i) Para todo λ ∈ k, r1, r2 ∈ Rj e s ∈ Sj, temos:

(λr) ◦ s = λr ◦ s = λ(r ◦ s).
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ii) Para todo λ ∈ k, r ∈ Rj e s ∈ Sj, temos:

r ◦ (λs) = r ◦ λs = λ(r ◦ s).

iii) Para todos r1, r2 ∈ Rj e s ∈ Sj, temos:

(r1 + r2) ◦ s = r1 ◦ s + r2 ◦ s.

iv) Para todos r ∈ Rj e s1, s2 ∈ Sj, temos:

r ◦ (s1 + s2) = r ◦ s1 + r ◦ s2.

logo, Rj ×Sj → k satisfaz todas as propriedades da definição 2.2.8., configurando-se como
um emparelhamento k-bilinear.

Agora, sempre que temos um emparelhamento k-bilinear V × W −→ k dado por
v × w −→ v ◦ w, tem-se duas transformações k-lineares induzidas, a saber:

ϕ : V −→ Homk(W, k) e χ : W −→ Homk(V, k),

onde
ϕ(v) := ϕv com ϕv(w) := v ◦ w.

e, analogamente,

χ(w) := χw com χw(v) := v ◦ w.

Definição 3.2.1. Um emparelhamento bilinear V × W −→ k é chamado de não-singular
(ou emparelhamento perfeito) se as transformações ϕ e χ são isomorfismos.

Proposição 3.2.3. O emparelhamento bilinear V ×W −→ k é não-singular se, e somente
se para qualquer base do espaço vetorial V {v1, ..., vn}, e para qualquer base do espaço
vetorial W {w1, ..., wn}, a matriz bij = vi ◦ wj é uma matriz inversível.

Demonstração. Suponha que o emparelhamento bilinear V × W −→ k seja não-singular.
Isso significa que a transformação linear ϕ : V → Homk(W, k) definida por ϕv(w) = v ◦ w

é um isomorfismo.

Agora, para qualquer base v1, . . . , vn de V e w1, . . . , wn de W , podemos definir a
matriz B = [bij], onde bij = vi ◦ wj. Esta é a matriz da transformação linear ϕ em
relação às bases dadas, pois a aplicação de ϕ a um vetor base ui gera um funcional
linear ϕ(ui) ∈ Homk(W, k), cuja ação sobre a base {w1, . . . , wn} é descrita justamente
pelos coeficientes bij. Uma vez que ϕ é um isomorfismo, a matriz B deve ser invertível.
Portanto, a matriz bij é inversível para qualquer base de V e W .
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Reciprocamente, Suponha que a matriz [bij] = [vi ◦ wj] é inversível para qualquer base
de V e W .

Primeiramente, vamos considerar a transformação linear ϕ : V → Homk(W, k) defi-
nida por ϕv(w) = v ◦ w. Para mostrar que ϕ é um isomorfismo, devemos demonstrar que
é injetora e sobrejetora.

• Injetora: Suponha que ϕ(u1) = ϕ(u2) para alguns vetores u1, u2 ∈ V . Isso significa
que para todo w ∈ W , u1 ◦ w = u2 ◦ w.

Escolhendo a base {w1, . . . , wn} de W , temos que os coeficientes bij satisfazem

bi1 = u1 ◦ w1, bi2 = u1 ◦ w2, . . . , bin = u1 ◦ wn,

e analogamente para u2. Como essas equações determinam as coordenadas de ϕ(u1)
e ϕ(u2) na base {w1, . . . , wn}, a hipótese de que ϕ(u1) = ϕ(u2) implica que as colunas
correspondentes na matriz B são iguais. Como B é inversível, sua única solução é
u1 = u2, provando a injetividade. Portanto, u1 = u2, o que demonstra que ϕ é
injetora.

• Sobrejetora: Para qualquer transformação linear T ∈ Homk(W, k), podemos encon-
trar um vetor v ∈ V tal que ϕ(v) = T usando a matriz inversa da matriz B, onde
Bij = vi ◦ wj. Isso demonstra que ϕ é sobrejetora.

Uma vez que ϕ é um isomorfismo, então o emparelhamento bilinear V × W → k é não-
singular.

Proposição 3.2.4. O emparelhamento bilinear Rd × Sd −→ k, induzido pela ação de
apolaridade de R em S é não singular.

Demonstração. Sejam {r1, . . . , rn} uma base de Rd e {s1, . . . , sn} uma base de Sd. Vamos
provar que a matriz B = (bij), onde bij = ri ◦ sj, é inversível.

Primeiramente, pela Proposição 3.2.1, a ação de apolaridade satisfaz a relação:

xα ◦ yβ =


0, se α��≤β
n∏

i=1

(
(bi)!

(bi − ai)!

)
yβ−α, se α ≤ β

Como {r1, . . . , rn} é uma base de Rd, cada ri pode ser representado por um monômio
xαi

, e similarmente, cada sj corresponde a um monômio yβj
. Para i ̸= j, temos que

xαi
◦ yβj

= 0 porque αi ̸≤ βj na ordenação de grau. Assim, a matriz B é diagonal.
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Além disso, para i = j, temos que xαi
◦ yβi

̸= 0, pois a ação de apolaridade preserva
o grau e resulta em um coeficiente não nulo, conforme a fórmula acima. Isso implica que
os elementos na diagonal de B são todos não nulos.

Uma matriz diagonal é invertível se e somente se todos os elementos da sua diagonal
são não nulos. Como verificamos que bii ̸= 0 para todo i, segue que B é inversível.

Portanto, pela proposição 3.2.3, o emparelhamento bilinear Rd × Sd → k, induzido
pela ação de apolaridade, é não singular. □

Definição 3.2.2. Seja I um ideal homogêneo do anel R. O sistema inverso de I, denotado
por I−1, é o submódulo de R, consistindo de todos os elementos de S anulados por I com
a ação de apolaridade.

Proposição 3.2.5. Suponha que I = (F1, ..., Ft) e G ∈ S. Então, G ∈ I−1 se, e somente
se F1 ◦ G = ... = Ft ◦ G = 0.

Demonstração. Suponha que G ∈ I−1. Queremos mostrar que F1 ◦ G = . . . = Ft ◦ G = 0.

Como G ∈ I−1, temos que G é anulado por todos os elementos de I sob a ação de
apolaridade. Isso significa que para cada elemento F ∈ I, temos F ◦ G = 0 (por definição
do sistema inverso I−1). Portanto, temos que se G ∈ I−1, então F1 ◦G = . . . = Ft ◦G = 0.

Reciprocamente, suponha que F1 ◦ G = . . . = Ft ◦ G = 0. Queremos mostrar que
G ∈ I−1.

Note que, como I = (F1, . . . , Ft), temos que, dado F ∈ I, exitem ai ∈ R, tais que

F =
t∑

i=1
aiFi

F ◦ G =
(

t∑
i=1

aiFi

)
◦ G =

t∑
i=1

ai(Fi ◦ G).

Agora, pela hipótese, temos Fi ◦ G = 0 para cada i = 1, . . . , t. Assim, substituindo na
equação acima, obtemos:

t∑
i=1

ai(Fi ◦ G) =
t∑

i=1
ai(0) = 0.

Portanto, F ◦ G = 0 para todo F ∈ I. Logo, pela definição de I−1, concluímos que
G ∈ I−1.

Exemplo 3.2.4. Dado o ideal homogêneo I = (x1) ⊆ k[x1, x2], determine I−1.

Solução: Queremos determinar o sistema inverso de I, denotado por I−1, e analisar
sua estrutura em cada grau.
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Pela definição do sistema inverso, temos que:

I−1 = {G ∈ S;
(

∂

∂y1

)
(G) = 0}

Agora, vamos analisar a estrutura de I−1 em cada grau.

Para o grau 1, considere um elemento ay1 +by2 ∈ S1, onde a e b são coeficientes. Por-
tanto, temos

(
∂

∂y1

)
(ay1 + by2) = a. E para que esse elemento pertença a I−1, precisamos

ter a = 0. Portanto, (I−1)1 = ⟨y2⟩, ou seja, I−1 no grau 1 é gerado por y2.

Para o grau 2, considere um elemento ay2
1 + by1y2 + cy2

2 ∈ S2. O cálculo do operador
de apolaridade nos dá

(
∂

∂y1

)
(ay2

1 + by1y2 + cy2
2) = 2ay1 + by2. Para que esse elemento

pertença a I−1, a equaldade precisa ser satisfeita, ou seja, 2ay1 + by2 = 0. Isso ocorre se,
e somente se, a = 0 e b = 0. Portanto, (I−1)2 = ⟨y2

2⟩, ou seja, I−1 no grau 2 é gerado
por y2

2.

Continuando dessa forma, podemos verificar que I−1 = k ⊕⟨y2⟩⊕⟨y2
2⟩⊕⟨y3

2⟩⊕ . . .. Ou
seja, I−1 pode ser expresso como uma soma direta de submódulos gerados por potências
de y2 em cada grau.

Proposição 3.2.6. Seja S um anel graduado e seja I−1 um sistema inverso associado a
um ideal homogêneo I ⊂ R. Então, I−1 é um módulo graduado de S.

Demonstração. Sabemos que S é um módulo graduado, ou seja, pode ser escrito como
uma soma direta de seus componentes homogêneos:

S =
∞⊕

l=0
Sl.

Definimos a graduação de I−1 como

(I−1)l = {f ∈ Sl | f ◦ i = 0, ∀i ∈ I}.

Com isso, podemos escrever:
I−1 =

∞⊕
l=0

(I−1)l.

Agora, precisamos mostrar que essa estrutura de graduação é compatível com a multipli-
cação em S, ou seja, que para todos i, j ≥ 0, vale a inclusão:

Si · (I−1)j ⊂ (I−1)i+j.

Sejam f ∈ Si e g ∈ (I−1)j, ou seja, g pertence a Sj e satisfaz g ◦ i = 0 para todo i ∈ I.
Consideremos o produto f · g, que pertence a Si+j por definição da graduação.
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Para verificar que f · g ∈ (I−1)i+j, devemos mostrar que (f · g) ◦ i = 0 para todo i ∈ I.
De fato, utilizando a propriedade associativa da ação de apolaridade:

(f · g) ◦ i = f ◦ (g ◦ i).

Como g ∈ (I−1)j, temos que g ◦ i = 0 para todo i ∈ I, logo,

f ◦ (g ◦ i) = f ◦ 0 = 0.

Portanto, f · g ∈ (I−1)i+j, o que conclui a demonstração.
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4 Anéis Artinianos Gorenstein

4.1 Módulos e Anéis Artinianos

Definição 4.1.1. Seja A um anel e M um A-módulo. Diz-se que M é um A-módulo
artiniano se toda cadeia descendente de submódulos de M:

N1 ⊇ N2 ⊇ N3 ⊇ ...

estabiliza. Isto é, existe i ≥ 1 tal que Ni = Ni+1.

Definição 4.1.2. Seja A um anel. A é dito ser um anel artiniano se toda cadeia
descendente de ideais de A:

I1 ⊇ I2 ⊇ I3 ⊇ ...

estabiliza. Isto é, existe i ≥ 1 tal que Ii = Ii+1.

Exemplo 4.1.1. Seja K um corpo, então seus únicos ideais são I = (0K) e K = (1K).
Assim, temos que K ⊃ I é a única cadeia possível em K. Logo, K é artiniano.

Exemplo 4.1.2. O anel A = k[x, y]/(x2, y3, xy2) = k ⊕ kx ⊕ ky ⊕ kxy ⊕ y2 é artiniano.
De fato, uma vez que a cadeia descendente de ideais:

A ⊇ (x, y) ⊇ (xy, y2), ⊇ (0)

estabiliza em (0).

4.2 Função de Hilbert

Definição 4.2.1. Seja A um anel N − graduado. Então A = ⊕
n∈N

An. Assuma que A0 é
artiniano e M = ⊕

n∈Z
Mn um A-módulo graduado finitamente gerado. Definimos a função

de Hilbert de M por
HM(n) = dimkMn
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Exemplo 4.2.1. Seja k um corpo e A = k[x1, ..., xd] um anel de polinômios com gradu-
ação usual 1. Como esse anel é graduado, ele é dividido em espaços vetoriais An, onde
An representa o conjunto de todos os polinômios homogêneos de grau n. Cada Rn tem
uma base formada pelos monômios de grau n nas variáveis x1, ..., xd, e a quantidade de
elementos dessa base equivale à dimensão de An como k-espaço vetorial.

Para encontrar essa quantidade, precisamos contar o número de monômios xk1
1 · · · xkd

d

de grau n, onde k1+...+kd = n, ki ≥ 0. Cada monômio é identificado por uma combinação
de expoentes (k1, ..., kd) que somam n.

Podemos imaginar esse processo de contagem como uma sequência de pontos e barras,
onde cada ki é representado por uma quantidade de pontos, seguida por uma barra para
indicar a mudança para a próxima variável. Por exemplo, para o monômio x3

1x
2
2x

5
4 em

quatro variáveis (com k1 = 3, k2 = 2, k3 = 0, k4 = 5, teríamos uma sequência visual de
pontos e barras da seguinte forma:

•••/••//•••••

Para generalizar, o total de pontos será sempre n = k1 + ...+kd, e o número de barras será
d − 1, uma vez que há uma barra entre cada conjunto de pontos das variáveis. Contar
essas sequências é o mesmo que contar as diferentes maneiras de colocar d − 1 barras
numa sequência total de comprimento n + d − 1, somando pontos e barras. O número de

maneiras de fazer isso é dado pela combinação
(

n + d − 1
d − 1

)
, que nos dá a quantidade de

monômios de grau n. Logo,

HA(n) =
(

n + d − 1
d − 1

)
, n ≥ 0.

4.3 Anéis Gorenstein

Definição 4.3.1. Seja (A, m, k) um anel artiniano local. O ideal (0 : m), denotado por
Soc(A), é chamado de socle de A, e definido como

Soc(A) = (0 : m) = {x ∈ A : mx = 0}

Exemplo 4.3.1. Seja A = k [x0, x1] / (x2
0, x2

1), então queremos encontrar Soc(A) = (0 :
m). Daí, temos que

k [x0, x1] = k ⊕ k [x0] ⊕ k [x1] ⊕ k [x0x1] ⊕ k
[
x2

0

]
⊕ k

[
x2

1

]
⊕ k

[
x2

0x
2
1

]
⊕ ...

1 Se k é um corpo e A = k[x1, ...xn] um anel de polinômio, existe uma N − graduação em A chamada
de graduação usual, onde Ad é um k-espaço vetorial com base dada pelos monômios de grau total
d, ou seja, aqueles da forma xα1

1 · · · xαn
n , com

∑
αi = d. Por exemplo, x2

1 + x2x3 é homogêneo e possui
graduação usual, enquanto x2

1 + x2, não.
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Assim, podemos reescrever A como

A = k ⊕ k [x0] ⊕ k [x1] ⊕ k [x0x1] .

Vamos agora analisar cada um dos casos:

C1: Naturalmente, veja que 1 /∈ Soc(A). De fato, uma vez que, para x1, x0 ∈ (x0, x1),
temos que 1 · x0 = x0 /∈ (0), analogamente, temos que 1 · x1 = x1 /∈ (0). E portanto,
1 /∈ Soc(A).

C2: Veja que x0 /∈ Soc(A). De fato, uma vez que, para x1, x0 ∈ (x0, x1), temos que
x0 · x0 = x2

0 = 0 ∈ (0), mas, por outro lado, temos x0 · x1 = x0x1 /∈ (0), e
portanto,x0 /∈ Soc(A).

C3: Veja que x1 /∈ Soc(A). De fato, uma vez que para x1, x0 ∈ (x0, x1), temos que
x1 · x1 = x2

1 = 0 ∈ (0), mas, por outro lado, temos x0 · x1 = x0x1 /∈ (0), e
portanto,x1 /∈ Soc(A).

C4: Veja que x0x1 ∈ Soc(A). De fato, uma vez que, para x1, x0 ∈ (x0, x1), temos que
x0x1 · x1 = x2

1x0 = 0 ∈ (0), e também, x0x1 · x0 = x2
0x1 = 0 ∈ (0). E portanto,

x0x1 ∈ Soc(A).

Desse modo, temos que Soc(A) = (x0x1).

Exemplo 4.3.2. Seja A = k [x0, x1] / (x3
0, x0x1, x2

1), então queremos encontrar Soc(A) =
(0 : m). Daí, temos que

k [x0, x1] = k ⊕ k [x0] ⊕ k [x1] ⊕ k [x0x1] ⊕ k
[
x2

0

]
⊕ k

[
x2

1

]
⊕ k

[
x2

0x
2
1

]
⊕ ...

Assim, podemos reescrever A como

A = k ⊕ k [x0] ⊕ k [x1] ⊕ k
[
x2

0

]
.

Vamos agora analisar cada um dos casos:

C1: Naturalmente, veja que 1 /∈ Soc(A). De fato, uma vez que, para x1, x0 ∈ (x0, x1),
temos que 1 · x0 = x0 /∈ (0), analogamente, temos que 1 · x1 = x1 /∈ (0). E portanto,
1 /∈ Soc(A).

C2: Note que x0 /∈ soc(A). De fato, uma vez que, para x1, x0 ∈ (x0, x1), temos que
x0 · x1 = x1x0 = 0 ∈ (0), mas, por outro lado, temos x0 · x0 = x2

0 /∈ (0). E portanto,
x0 /∈ Soc(A).
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C3: Note que x1 ∈ soc(A). De fato, uma vez que, para x1, x0 ∈ (x0, x1), temos que
x0 ·x1 = x1x0 = 0 ∈ (0), e também, x1 ·x1 = x2

1 = 0 ∈ (0). E portanto, x1 ∈ soc(A).

C4: Note que x2
0 ∈ soc(A). De fato, uma vez que, para x1, x0 ∈ (x0, x1), temos que

x2
0 · x0 = x3

0 = 0 ∈ (0), e também, x1 · x2
0 = x1x0x0 = 0 ∈ (0). E portanto,

x2
0 ∈ soc(A).

Desse modo, temos que soc(A) = (x1, x0
2).

Exemplo 4.3.3. Seja A = k[x0, x1, x2]/ (x2
0, x2

1, x2
2), então queremos encontrar Soc(A) =

(0 : m). Daí, temos que

k[x0, x1, x2] = k ⊕ k[x0] ⊕ k[x1] ⊕ k[x2] ⊕ k[x0x1] ⊕ k[x0x2] ⊕ k[x1x2] ⊕ k[x0x1x2] ⊕ ...

Assim, podemos reescrever A como

A = k[x0, x1, x2] = k ⊕ k[x0] ⊕ k[x1] ⊕ k[x2] ⊕ k[x0x1] ⊕ k[x0x2] ⊕ k[x1x2] ⊕ k[x0x1x2]

Agora, vamos analisar cada um dos casos:

C1: Naturalmente, veja que 1 /∈ Soc(A). De fato, uma vez que, para x0, x1, x2 ∈
(x0, x1, x2), temos que 1 · x0 = x0 /∈ (0), 1 · x1 = x1 /∈ (0), e 1 · x2 = x2 /∈ (0).
E portanto, 1 /∈ Soc(A).

C2: Note que x0 /∈ soc(A). De fato, uma vez que, para x0, x1, x2 ∈ (x0, x1, x2), temos
que x0 · x0 = x2

0 ∈ (0), mas, por outro lado, temos x0 · x1 = x0x1 /∈ (0), e x0 · x2 =
x0x2 /∈ (0). E portanto, x0 /∈ Soc(A).

C3: Note que x1 /∈ soc(A). De fato, uma vez que, para x0, x1, x2 ∈ (x0, x1, x2), temos
que x1 · x1 = x2

1 ∈ (0), mas, por outro lado, temos x1 · x0 = x0x1 /∈ (0), e x1 · x2 =
x1x2 /∈ (0). E portanto, x1 /∈ Soc(A).

C4: Note que x2 /∈ soc(A). De fato, uma vez que, para x0, x1, x2 ∈ (x0, x1, x2), temos
que x2 · x2 = x2

2 ∈ (0), mas, por outro lado, temos x2 · x0 = x2x0 /∈ (0), e x2 · x1 =
x2x1 /∈ (0). E portanto, x0 /∈ Soc(A).

C5: Note que x0x1 /∈ soc(A). De fato, uma vez que, para x0, x1, x2 ∈ (x0, x1, x2), temos
que x0x1 · x0 = x2

0x1 ∈ (0), e x0x1 · x1 = x0x2
1 ∈ (0), mas, por outro lado, temos

x0x1 · x2 = x0x1x2 /∈ (0). E portanto, x0x1 /∈ Soc(A).

C6: Note que x0x2 /∈ soc(A). De fato, uma vez que, para x0, x1, x2 ∈ (x0, x1, x2), temos
que x0x2 · x0 = x2

0x2 ∈ (0), e x0x2 · x2 = x0x2
2 ∈ (0), mas, por outro lado, temos

x0x2 · x2 = x0x1x2 /∈ (0). E portanto, x0x2 /∈ Soc(A).
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C7: Note que x1x2 /∈ soc(A). De fato, uma vez que, para x0, x1, x2 ∈ (x0, x1, x2), temos
que x1x2 · x1 = x2

1x2 ∈ (0), e x1x2 · x2 = x1x2
2 ∈ (0), mas, por outro lado, temos

x0x1 · x2 = x0x1x2 /∈ (0). E portanto, x1x2 /∈ Soc(A).

C8: Note que x0x1x2 ∈ soc(A). De fato, uma vez que, para x0, x1, x2 ∈ (x0, x1, x2),
temos que x0x1x2 · x0 = x2

0x1x2 ∈ (0), e x0x1x2 · x1 = x0x2
1x2 ∈ (0), e x0x1x2 · x2 =

x0x1x2
2 ∈ (0). E portanto, x0x1x2 ∈ Soc(A).

Desse modo, temos que Soc(A) = (x0x1x2).

Definição 4.3.2. Seja

A = k [x0, ..., xn] /I = k ⊕ A1 ⊕ ... ⊕ Al, com Al ̸= 0.

Então l é chamado de grau do socle de A.

Definição 4.3.3. Seja A um anel artiniano graduado. Então A é chamado de anel
Gorenstein se dimkSoc(A) = 1.

Proposição 4.3.1. Seja A um anel graduado artiniano com grau do socle l. A é gorens-
tein se, e somente se, Soc(A) = Al, e dim(Al) = 1.

Demonstração. Suponha que A seja Gorenstein. Por definição de anel Gorenstein, temos
que dimkSoc(A) = 1. Como Al ⊂ Soc(A) e Al ̸= 0, segue que Soc(A) = Al e dim(Al) = 1.

Reciprocamente, suponha que Soc(A) = Al e dim(Al) = 1. Ora, se dim(Al) = 1,
e temos que Soc(A) = Al, então segue que dimSoc(A) = 1, que é a definição de anel
Gorenstein.

Exemplo 4.3.4. Nos exemplos 4.3.1. e 4.3.3., temos que A é um anel gorenstein. Por
outro lado, no exemplo 4.3.2., temos que A não é gorenstein.

Proposição 4.3.2. Se A é um anel artiniano com grau do socle l e dimkAl = 1, então
A é um anel Gorenstein se, e somente se, o emparelhamento At × Al−t → Al é perfeito
para todo 0 ≤ t ≤ l.

Demonstração. Suponha que A é um anel Gorenstein. Por definição, temos que dimK Soc(A) =
1, e como Al ⊆ Soc(A) e dimK Al = 1, segue que Soc(A) = Al. Queremos mostrar que o
emparelhamento At × Al−t → Al é perfeito. Para isso, considere um elemento a ∈ At tal
que a · b = 0, ∀b ∈ Al−t. Assim, temos que a é um elemento que sempre resulta em zero
ao ser multiplicado por qualquer elemento de Al−t.

Por outro lado, como Al é o socle do anel, qualquer elemento em At que seja anulado
pela multiplicação por todos os elementos de Al−t deve pertencer a Al. Mas como Al tem
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dimensão 1, e t < l, só pode ser que a = 0. Isso prova que a aplicação ×Al−t é injetora,
garantindo que o emparelhamento é perfeito.

Reciprocamente, suponha que o emparelhamento At × Al−t → Alé perfeito para todo
0 ≤ t ≤ l. Em particular, tomando t = l, temos que Al × A0 → Al é perfeito. Como
A0 = K, segue que dimK Al = 1. Mas isso implica que dimK Soc(A) = 1, logo, A é um
anel Gorenstein, concluindo a demonstração.

Proposição 4.3.3. A função de Hilbert de um anel artiniano Gorenstein A é simétrica.
Ou seja, se l é o grau do socle de A, então HA(t) = HA(l − t), ∀t.

Demonstração. Defina T de modo que

T : At −→ A∗
l−t

a 7−→ ϕa

onde ϕa é definido como

ϕa : Al−t −→ Al
∼= k

b 7−→ ab = k0

Pela demonstração da proposição anterior, temos que ab = 0, então ϕa(b) = 0, e a = 0.
Assim, T é injetiva.

Analogamente, defina Q : Al−t −→ A∗
t . Assim, temos que Q também será injetiva.

Se T e Q definidas anteriormente são injetivas, isso implica que dimAt ≤ dimA∗
l−t =

dimAl−t para T , e dimAl−t ≤ dimA∗
t = dimAt para Q. Note que isto implica um

isomorfismo, uma vez que dimAt = dimAl−t, e dois espaços vetoriais de dimensão finita
são isomorfos.

Assim, temos que dimAt = HA(t) = HA(l − t) = dimAl−t.

Teorema 4.3.1. Seja Q = k[X1, . . . , Xn] o anel de polinômios em n variáveis sobre
um corpo k. Considere I um ideal de Q e defina A = Q/I como a álgebra quociente.
Denote por m o ideal maximal (X1, . . . , Xn) de Q. Então, existe um polinômio F ∈ R =
k[x1, . . . , xn] tal que I = AnnQ(F ) se, e somente se, A é Gorenstein.

Demonstração. Suponha que I = AnnQF para algum polinômio F ∈ R. Como F é
anulado por operadores diferenciais de ordem suficientemente grande, AnnQF contém ml

para l suficientemente grande. Note que, como estamos trabalhando com um corpo com
característica zero, então existe um polinômio G ∈ Q tal que, G(X)F (x) ∈ k×. Vamos
mostrar que I : m = I + k · G.
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Como G(X)F (x) é uma constante, então segue que

∂iG(∂1, ..., ∂n)F (x1, ..., xn) = 0, i = 1, 2, ..., n.

Isto mostra que G ∈ I : m. Agora, seja a(X1, ..., Xn) ∈ I : m algum elemento. Por
definição do ideal I : m, temos Xia(X1, ..., Xn) ∈ I = AnnQF para todo i = 1, ..., n.
Assim, temos que

∂ia(∂1, ..., ∂n)F (x1, ..., xn) = 0, i = 1, 2, ..., n.

Daí temos que a(X)F (x) é constante. Como já vimos, temos que G(X)F (x) é uma
constante diferente de zero, então temos que a(X)−cG(X) ∈ AnnQF , para toda constante
c ∈ k. Assim, mostramos que I : m = I + k · G. Em outras palavras, o k-espaço vetorial
(I : m)/I é unidimensional. Por isso, A = Q/AnnQF é Gorenstein.

Reciprocamente, suponha que A é Gorenstein. Então o socle de A tem dimensão 1
sobre k, ou seja, dimk(Soc A) = 1. Isso implica que existe um único polinômio F ∈ R

cuja classe gera o socle de A.

Dessa forma, qualquer operador diferencial g pertencente a I deve anular F , ou seja,
I = AnnQ(F ).

Portanto, existe um polinômio F ∈ R tal que o ideal I coincide com seu anulador,
como queríamos demonstrar.
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5 Propriedades de Lefschetz

5.1 Propriedade de Lefschetz Fraca

Definição 5.1.1. Seja A =
c⊕

i=0
Ai, Ac ̸= 0 uma álgebra graduada artiniana. Dizemos

quue A possui a propriedade de Lefschetz fraca se existe um elemento L ∈ A1 tal que o
mapa multiplicativo

×L : Ai → Ai+1

tem posto máximo1 para todo 0 ≤ i ≤ c−1. Dizemos que L ∈ A1 com esta propriedade
é o elemento fraco de Lefschetz.

Proposição 5.1.1. Suponha que A seja uma álgebra graduada artiniana sobre um corpo
k, com graduação usual. Se A possui a propriedade fraca de Lefschetz, então A possui
função de Hilbert unimodal2.

Demonstração. Seja m um ideal maximal de A. Como A possui graduação usual, mi é
gerado pela graduação Ai. Seja j ≥ 0 o menor inteiro tal que dimK Aj > dimK Aj+1.

Como A possui a propriedade fraca de Lefschetz (WLP), existe um elemento L ∈ A1

tal que mj+1 = Lmj. Além disso, isso implica que mi+1 = Lmi para todo i ≥ j. Portanto,
o mapa Ai → Ai+1 é sobrejetivo para i ≥ j. Logo,

1 ≤ dimK A1 ≤ dimK A2 ≤ · · · ≤ dimK Aj ≥ dimK Aj+1 ≥ · · · ≥ dimK Ad.

Assim, dimK Ai, 1 ≤ i ≤ d é uma sequência unimodal. Portanto, a função de Hilbert
de A é unimodal, concluindo a demonstração.
1 Diremos que uma transformação T tem posto máximo se dimIm(T ) =

min{dimDom(T ), dimCD(T )}.
2 Uma sequência finita de números inteiros {d0, d1, ..., dn} é dita ser unimodal se existe um inteiro i,

0 ≤ i ≤ m, tal que d0 ≤ d1 ≤ ... ≤ di ≥ di+1 ≥ ... ≥ dm.
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Exemplo 5.1.1. Neste exemplo, analisamos se uma álgebra graduada satisfaz a Propri-
edade Fraca de Lefschetz (WLP). Para isso, vamos considera a álgebra

A = k[x, y]/(x2, y2)

e explorar diferentes graduações para x e y, visando investigar como os componentes
graduados Ai são formados e verificar a validade da WLP em cada caso.

Caso 1: deg(x) = 1 e deg(y) = 3.

Aqui, os graus atribuídos a x e y são 1 e 3, respectivamente. Isso significa que os
componentes graduados de A são formados com base nesses graus. Vamos analisar cada
um.

• A0: Contém apenas o elemento 1.

A0 = ⟨1⟩ =⇒ dim A0 = 1

• A1: Contém elementos de grau 1. Como deg(x) = 1, A1 é gerado por x.

A1 = ⟨x⟩ =⇒ dim A1 = 1

• A2: Não contém elementos (pois x2 = 0 e y tem grau 3, então não pode contribuir
para A2).

A2 = 0 =⇒ dim A2 = 0

• A3: Contém elementos de grau 3. Como deg(y) = 3, A3 é gerado por y.

A3 = ⟨y⟩ =⇒ dim A3 = 1

• A4: Contém elementos de grau 4. Como x está em A1 (grau 1) e y está em A3

(grau 3), o produto xy tem grau 4.

A4 = ⟨xy⟩ =⇒ dim A4 = 1

Portanto, a função de Hilbert é (1, 1, 0, 1, 1).

Para verificar a WLP, precisamos verificar se existe um elemento L ∈ A1 tal que a
multiplicação por L tem posto máximo entre Ai e Ai+1.

Escolhemos L = x. A multiplicação por x em A é tal que:

A0 A1 A2 A3 A4

1 x 0 y xy
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Pois:
1 · x = x x · x = 0 0 · x = 0 y · x = xy

Analisando a multiplicação em cada componente graduado:

• L : A0 → A1, onde 1 x7−→ x: A multiplicação de 1 por x é x, logo, dimIm(L) = 1 =
min{dimDom(L), dimCD(L)}.

• L : A1 → A2, onde x
x7−→ x2 = 0: A multiplicação de x por x é zero (x2 = 0),

portanto dimIm(L) = 0 = min{dimDom(L), dimCD(L)}.

• L : A2 → A3, onde 0 x7−→ 0x = 0: A multiplicação de zero por x é zero, então
dimIm(L) = 0 = min{dimDom(L), dimCD(L)}.

• L : A3 → A4, onde y
x7−→ xy: A multiplicação de y por x é xy, logo, dimIm(L) =

1 = min{dimDom(L), dimCD(L)}.

Portanto, em todos os casos, vemos que x cumpre a condição para ser elemento fraco
de Lefschetz, então, podemos dizer que x é um elemento de Lefschetz fraco.

Caso 2: deg(x) = 1 e deg(y) = 2

Agora, analisaremos com graus 1 e 2 para x e y, respectivamente.

• A0: Contém apenas o elemento 1.

A0 = ⟨1⟩ =⇒ dim A0 = 1

• A1: Contém elementos de grau 1. Como deg(x) = 1, A1 é gerado por x.

A1 = ⟨x⟩ =⇒ dim A1 = 1

• A2: Contém elementos de grau 2. Como deg(y) = 2, A2 é gerado por y.

A2 = ⟨y⟩ =⇒ dim A2 = 1

• A3: Contém elementos de grau 3. Como x está em A1 (grau 1) e y está em A2

(grau 2), o produto xy tem grau 3.

A3 = ⟨xy⟩ =⇒ dim A3 = 1

Portanto, a função de Hilbert é (1, 1, 1, 1).

Para verificar a WLP, precisamos verificar se existe um elemento L ∈ A1 tal que a
multiplicação por L tem posto máximo entre Ai e Ai+1.
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Escolhemos L = x. A multiplicação por x em A é tal que:

A0 A1 A2 A3

1 x y xy

Pois:
1 · x = x x · x = 0 y · x = xy

Analisando a multiplicação em cada componente graduado:

• L : A0 → A1, onde 1 x7−→ x: A multiplicação de 1 por x é x, logo, dimIm(L) = 1 =
min{dimDom(L), dimCD(L)}.

• L : A1 → A2, onde x
x7−→ x2 = 0: A multiplicação de x por x é zero (x2 = 0),

portanto dimIm(L) = 0 ̸= min{dimDom(L), dimCD(L)} = 1.

• L : A2 → A3, onde y
x7−→ xy: A multiplicação de y por x é xy, logo, dimIm(L) =

1 = min{dimDom(L), dimCD(L)}.

Note que, no caso L : A1 → A2, temos que dimIm(L) ̸= min{dimDom(L), dimCD(L)}.
Logo, x não cumpre a condição para ser Elemento Fraco de Lefschetz.

Caso 3: deg(x) = 1 e deg(y) = 1

Nesse caso, ambos os graus são iguais a 1.

• A0: Contém apenas o elemento 1.

A0 = ⟨1⟩ =⇒ dim A0 = 1

• A1: Contém elementos de grau 1. Como deg(x) = 1 e deg(y) = 1, A1 é gerado porx
e y.

A1 = ⟨x, y⟩ =⇒ dim A1 = 2

• A2: Contém elementos de grau 2. Como x e y estão em A1, o produto xy tem grau
2.

A2 = ⟨xy⟩ =⇒ dim A2 = 1

Portanto, a função de Hilbert é (1, 2, 1).

Para verificar a WLP, precisamos verificar se existe um elemento L ∈ A1 tal que a
multiplicação por L tem posto completo entre Ai e Ai+1.
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Escolhemos L = x. A multiplicação por x em A é:

A0 A1 A2

1 x, y xy

Pois:
1 · x = x x · x = 0, y · x = xy

Analisando a multiplicação em cada componente graduado:

• L : A0 → A1, onde 1 x7−→ x: A multiplicação de 1 por x é x, logo, dimIm(L) = 1 =
min{dimDom(L), dimCD(L)}.

• L : A1 → A2, onde x, y
x7−→ x2, yx = yx: A multiplicação de x, y por x é xy,

portanto dimIm(L) = 1 = min{dimDom(L), dimCD(L)}.

Portanto, em todos os casos, vemos que x cumpre a condição para ser elemento fraco
de Lefschetz, então, podemos dizer que x é um elemento de Lefschetz fraco.

5.2 Propriedade de Lefschetz Forte

Definição 5.2.1. Seja A =
c⊕

i=0
Ai, Ac ̸= 0, uma álgebra graduada artiniana. Dizemos

que A possui a Propriedade Forte de Lefschetz se existe um elemento L ∈ A1 tal que o
mapa multiplicativo

×Ld : Ai → Ai+d

tem posto máximo para todo 0 ≤ i ≤ c − 1 e 1 ≤ d ≤ c − i. Chamamos L ∈ A1 com esta
propriedade, de Elemento Forte de Lefschetz. Quando A possuir a Propriedade Forte de
Lefschetz e L ∈ A1 for o elemento forte de Lefschetz, diremos que o par (A, L) possui a
Propriedade Forte de Lefschetz.

Proposição 5.2.1. Seja A uma K-álgebra graduada artiniana. Se A possui a Propriedade
Forte de Lefschetz, então a função de Hilbert de A é unimodal.

Demonstração. Suponha que a função de Hilbert de A não seja unimodal. Então, existe
um inteiro k < l < m tal que

dimkAk > dimkAl < dimkAm

Daí, o mapa multiplicativo ×Lm−k : Ak → Am não pode ter posto máximo para qualquer
elemento linear L ∈ A. Assim, A não pode ter a propriedade forte de lefschetz, o que é
uma contradição com a hipótese.
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Definição 5.2.2. Seja A =
d⊕

i=0
Ai, Ad ̸= 0, uma K-álgebra Artiniana graduada. A possui

a propriedade de Lefschetz Forte Narrow Sense se existir um elemento L ∈ A1 tal que o
mapa multiplicativo

×Ld−2i : Ai → Ad−i

seja bijetivo para i = 0, . . . ,

[
d

2

]
.

Se uma K-álgebra Artiniana graduada A possui a Propriedade de Lefschetz Forte
Narrow Sense, então o vetor de Hilbert de A é unimodal e simétrico, conforme o seguinte
teorema mostra:

Teorema 5.2.1. Seja A =
d⊕

i=0
Ai, Ad ̸= 0, uma K-álgebra Artiniana graduada. A possui

a SLP e o vetor de Hilbert é simétrico se e somente se A possuir a SLP narrow sense.

Demonstração. Suponha que A possui a SLP e que seu vetor de Hilbert é simétrico.

Sabemos que a SLP garante que existe L ∈ A1 tal que a multiplicação

×Ld−2i : Ai → Ad−i

é de posto máximo para todo i. Como o vetor de Hilbert de A é simétrico, temos

dimK Ai = dimK Ad−i.

Assim, o fato de ×Ld−2i ter posto máximo implica que é uma bijeção, pois os espaços têm
a mesma dimensão. Logo, A possui a SLP narrow sense.

Reciprocamente, Suponha que A possui a SLP no sentido estrito. Isso significa que
para um certo elemento L ∈ A1, o operador de multiplicação ×Ld−2i : Ai → Ad−i é um
isomorfismo para todo i. Daí, segue que

dimK Ai = dimK Ad−i, ∀i.

Essa simetria mostra que o vetor de Hilbert de A é simétrico, como queríamos demonstrar.

Corolário 5.2.1. Seja A = ⊕d
i=0 Ai, Ad ̸= 0 uma Álgebra Gorenstein Artiniana, com

graduação usual. As duas condições SLP e SLP narrow sense são equivalentes.

Demonstração. Como A é uma álgebra artiniana gorenstein com graduação usual, então
o vetor de Hilbert é simétrico. Daí, pelo Teorema 5.2.1, A possui a SLP se, e somente se,
A possui a SLP narrow sense.



5.2. Propriedade de Lefschetz Forte 59

Exemplo 5.2.1. Considere K como um corpo de qualquer característica. Seja A =
K[x, y]/(x2, xy, ya) com a > 3.

Vamos analisar os componentes graduados de A e verificar se a álgebra possui a Pro-
priedade Forte de Lefschetz (SLP).

• A0: Contém apenas o elemento 1.

A0 = ⟨1⟩ =⇒ dim A0 = 1

• A1: Contém elementos de grau 1. Como deg(x) = 1 e deg(y) = 1, A1 é gerado por
x e y.

A1 = ⟨x, y⟩ =⇒ dim A1 = 2

• A2: Contém elementos de grau 2. Como x2 = 0 e xy = 0, o único elemento de grau
2 é y2.

A2 = ⟨y2⟩ =⇒ dim A2 = 1

• Ai: Para i ≥ 3, temos que Ai = ⟨yi⟩.

Ai = ⟨yi⟩ =⇒ dim Ai = 1 para i ≥ 3

Portanto, a função de Hilbert de A é (1, 2, 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
a−2

).

Para verificar a SLP, escolhemos L = y + bx. A multiplicação por L em A é tal que:

A0 A1 A2 A3 · · ·
1 x, y y2 y3 · · ·

Analisando a multiplicação em cada componente graduado:

• L : A0 → A1, onde 1 L7−→ y + bx: A multiplicação de 1 por y + bx é y + bx, logo,
dim Im(L) = 1 = min{dim Dom(L), dim CD(L)}.

• L : A1 → A2, onde x
L7−→ xy + bx2 = 0 e y

L7−→ y2 + bxy: A multiplicação de x

por y + bx é zero e a multiplicação de y por y + bx é y2, portanto dim Im(L) = 1 =
min{dim Dom(L), dim CD(L)}.

• L : A2 → A3, onde y2 L7−→ y3: A multiplicação de y2 por y + bx é y3, logo,
dim Im(L) = 1 = min{dim Dom(L), dim CD(L)}.

Portanto, y + bx cumpre a condição para ser um Elemento de Lefschetz forte.

Além disso, note que a função de Hilbert de A não é simétrica. Portanto, pelo teorema
5.2.1, ela não possui SLP narrow sense.
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6 Considerações Finais

Neste trabalho, exploramos aspectos fundamentais da teoria dos anéis artinianos Gorens-
tein, dos sistemas inversos de Macaulay e das propriedades de Lefschetz, com o objetivo
de compreender suas relações e aplicações na álgebra comutativa. Inicialmente, apresen-
tamos as bases teóricas necessárias para a compreensão desses conceitos, enfatizando a
construção dos sistemas inversos e suas conexões com a estrutura dos anéis Gorenstein.
Posteriormente, discutimos as propriedades de Lefschetz, analisando suas implicações e
relevância dentro da área.

Embora o presente trabalho tenha abordado aspectos essenciais desses temas, ainda
há muitas questões em aberto que podem ser investigadas. Entre as possíveis direções
futuras de pesquisa, destacam-se a exploração de novas caracterizações dos anéis Gorens-
tein em contextos mais gerais, a análise mais profunda das propriedades de Lefschetz,
a investigação de conexões entre essas propriedades e problemas clássicos em álgebra,
combinatória, topologia e geometria.

Além disso, este trabalho serviu como base para estudos mais avançados a nível de
mestrado e doutorado na área de álgebra, contribuindo para a formação e aprofundamento
de pesquisas futuras no campo. A expectativa é que os conceitos aqui discutidos possam
ser ampliados e aplicados em contextos mais abrangentes, fomentando o desenvolvimento
da área e incentivando novas descobertas matemáticas.

Por fim, esperamos que este trabalho contribua para 11’zzzzo aprofundamento do
conhecimento sobre esses temas e sirva como base para futuras pesquisas na área, incen-
tivando novos estudos e aplicações dessas teorias em diferentes contextos matemáticos.
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