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Resumo

Este trabalho tem como foco o estudo das relacoes entre as sequéncias de Fibonacci e
Lucas, com énfase nas propriedades e aplicabilidades da sequéncia de Lucas no ensino
basico. A sequéncia de Fibonacci, amplamente reconhecida por suas aplicagoes em diversos
campos da matematica, possui conexao com a sequéencia de Lucas, que compartilha a
mesma relacao de recorréncia, mas apresenta caracteristicas que facilitam a compreensao
de algumas identidades, tornando-a interessante para o aprendizado de sequéncias no
contexto educacional. Neste contexto, ¢ explorada a relagao entre essas sequéncias e as
raizes de uma equacao quadratica, derivada do Teorema de Kepler. Além disso, esse
estudo abrange também resultados histéricos, como as férmulas de Binet para ambas as
sequéncias e identidades algébricas relacionadas. Mais ainda, sao abordadas as potenciais
contribuicoes da sequéncia de Lucas no desenvolvimento do raciocinio matematico e na

introducao de contetidos de sequéncias no ensino basico.

Palavras-chave: sequéncia de Lucas; sequéncia de Fibonacci; ensino basico.






Abstract

This work focuses on studying the relationships between the Fibonacci and Lucas sequences,
emphasizing the properties and applications of the Lucas sequence in basic education. The
Fibonacci sequence, widely recognized for its applications in various fields of mathematics,
is connected to the Lucas sequence, which shares the same recurrence relation but exhibits
characteristics that facilitate the understanding of certain identities, making it particularly
interesting for learning sequences in an educational context. In this regard, the relationship
between these sequences and the roots of a quadratic equation derived from Kepler’s
Theorem is explored. Additionally, this study covers historical results, such as Binet’s
formulas for both sequences and related algebraic identities. Furthermore, the potential
contributions of the Lucas sequence to the development of mathematical reasoning and

the introduction of sequence-related topics in basic education are also discussed.

Keywords: Lucas sequence; Fibonacci sequence; basic education.
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Introducao

Uma das sequéncias mais notaveis no ambito matemaético é a de Fibonacci, sendo
observada e analisada em diversos campos de estudos. Tal sequéncia é atribuida ao
mateméatico Fibonacci, sendo este o escritor do Liber Abacci (1202) (21), o qual contém
o Problema dos Coelhos, cuja resolugao dé origem a Sequéncia. A importancia de tal
sequéncia é observada ainda, nos dias atuais, dado sua aplicabilidade em diversos ramos
da matematica, sendo este um aspecto verificado facilmente desde 1963 (4), o ano de
lancamento da revista The Fibonacci Quartely, cuja qual possui como tematica exclusiva
o estudo de tal sequéncia e sua matematica relacionada. Outra sequéncia pouco conhecida
6 a estudada por Edouard Lucas (1876) (25), que satisfaz a mesma relacdo de recorréncia
de Fibonacci, modificando apenas seus dois primeiros termos. Ao explorarmos algumas
propriedades pertinentes a sequéncia de Lucas, podemos perceber que diversas identidades
e relagoes sao de forma mais facil de ser compreendida do que as pertencentes a sequéncia
de Fibonacci, sendo tal caracteristica interessante de ser explorada durante o aprendizado

de sequéncias no ensino basico.

A presente monografia tem como principal referéncia a dissertacao de Mestrado de
Bruno Astrolino e Silva (25) e tem como foco o estudo das relagoes entre os nimeros de
Lucas e os de Fibonacci. O trabalho prioriza a andlise das propriedades da sequéncia de
Lucas e sua aplicabilidade no ensino basico, destacando suas conexoes com a sequéncia de
Fibonacci e suas possiveis contribui¢oes para a compreensao de conceitos matematicos

nesse nivel de ensino.

Nesta monografia realiza-se, inicialmente, uma revisao bibliografica que aborda as
principais propriedades e defini¢oes pertinentes a ambas as sequéncias, fundamentando a
analise com referéncias histéricas e matematicas relevantes. Posteriormente, explora-se a
interconexao entre as sequéncias, utilizando férmulas de Binet e identidades algébricas, para
promover uma compreensao mais profunda dos resultados obtidos. A monografia conclui
com a discussao das implicagoes educativas desses conceitos, destacando sua aplicabilidade

no ensino bésico.
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1 Explorando as Sequeéncias

Numeéricas de Fibonacci e Lucas

1.1 O Passado da Sequéncia de Fibonacci

Leonardo Pisano (ou Leonardo de Pisa) (1170 —1250), nascido em Pisa, na Toscana,
foi um matemaético renomado que adquiriu vastos conhecimentos matematicos ao viajar
por diversas regioes do Mediterraneo, como Grécia, Siria, Egito, Sicilia, Constantinopla
e o sul da Franca. Ao retornar, aplicou esses saberes na producao de obras de destaque
como Liber Abbaci (1202), Pratica Geometrae (1220) e Liber Quadratorum (1225) (21).

O Pratica Geometrae apresenta uma com-
Figura 1 — Leonardo Pisano pilagao sobre geometria e trigonometria, estru-
turada com rigor euclidiano. J& o Liber Quadra-
torum foca na solugao de problemas diofantinos
quadraticos, incluindo um desafio matemaético
proposto no torneio organizado pelo imperador
Frederico II, no qual Leonardo participou. A obra
traz a solucao detalhada do problema: encontrar
um numero racional tal que, ao somar ou subtrair
cinco do quadrado desse niimero, o resultado seja
o quadrado de outro numero racional. A solucao

encontrada foi (33) (9).

Aos 30 anos, Leonardo publicou o Li-
ber Abbaci (Livro do Abaco), um tratado sobre

calculo aritmético, considerado o mais completo de sua época em Aritmética e Algebra.

Fonte: Google Imagens

Nele, Leonardo introduz os nove simbolos hindus (9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1) e o zero (chamado
de Zéfiro pelos drabes), mostrando que qualquer niimero pode ser representado por eles. A
obra também aborda problemas variados, como calculo de lucros, conversao de moedas,
somas de séries, movimento, e o Problema Chinés do Resto, cuja resolugao envolve sistemas

de congruéncias (25).

Entre os problemas do Liber Abbaci, destaca-se o “Problema dos Coelhos”, que
questiona quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir de um tnico casal em um

ano, dadas as seguintes condigoes:

1. O primeiro meés inicia com apenas um casal;

2. Os casais comecam a se reproduzir somente apds o segundo més de vida;
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3. Nao existe problemas genéticos oriundos do cruzamento consanguineo;
4. Em todos os meses, cada casal fértil ird gerar um novo casal;

5. Os coelhos nunca falecem.

A anélise do problema resulta na famosa Sequéncia de Fibonacci, cujos primeiros

termos sao:

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765, 10946, ...

A sequéncia foi nomeada no século XIX por Baldassare Boncompagni, editor das
obras de Leonardo, que o apelidou de “Fibonacci”, significando “filho de Bonaccio”. Curi-
osamente, a fama de Fibonacci estd associada a essa sequéncia, que surgiu naturalmente
como solucao de um problema, enquanto suas contribui¢oes mais significativas demonstra-
ram a superioridade do sistema numérico indo-arabico sobre o romano, além de avancos

matematicos de maior relevancia (25).

1.2 Conhecendo a Sequéncia de Fibonacci

Definicao 1.1. A sequéncia de Fibonacci é definida pela relagao de recorréncia em que
cada termo, exceto os dois primeiros (F; = Fy = 1), é a soma dos dois anteriores, podendo

ser obtida através da seguinte relacao de recorréncia,

Fpi1=Fo+ F,_y, Vn>2. (1.1)

Observagao 1.2. Por conveniéncia, define-se Fy = 0, com justificativa apresentada posteri-

ormente.

Embora Leonardo possa ter conhecido a relagao de recorréncia em 1202, seu primeiro

registro documentado é atribuido a Albert Girard, mais de quatro séculos apds o Liber
Abbaci.

1.2.1 Fibonacci no Mundo Negativo: A Extensao para Indices

Inteiros

A seguir serd explicado como é possivel estender os nimeros F;, para qualquer
inteiro n. A partir dos valores iniciais I} e F3, os termos subsequentes sao obtidos pela

relacdo de recorréncia (1.1).

Fn+1:Fn+anl-
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Reorganizando-se a férmula acima, podemos reescrevé-la e interpreté-la do seguinte

modo

Fy1=Fp — F,. (1.2)

Consequentemente, dados quaisquer dois nuimeros de Fibonacci consecutivos,
fazendo-se uso de (1.2), pode-se obter o nimero de Fibonacci imediatamente anterior. O

que explica o porqueé de Fy = 0, visto que

F():FQ—Flzl—l:O.

Além disto, continuando-se do mesmo modo, conclui-se que

Fi=F—-F=1-0=1,
Fo=F—F,=0—1=-1,

Fa=F —F,=1-—(-1)=14+1=2,
Fy=F,—F3=-1-2=-3,
Fo=F3—F,=2—(-3)=2+3=5,

ou seja, os indices negativos de F), (como F_1, F 5, F 3, F 4, ...) sdo definidos de forma
que respeitam a relacao de recorréncia original, permitindo a extensao da sequéncia para

todos os nimeros inteiros n.

A tabela a seguir mostra os valores iniciais de F;, para indices inteiros.

7 8
13 21

n| -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1
F,[-21 13 -8 5 -3 2 -1 1

01 2 3 4 5 6
011 2 3 5 8

Observacao 1.3. Vale destacar que a interpretacao dos niimeros de Fibonacci com indices
negativos é semelhante a dos indices positivos: enquanto Fj,, com n positivo representa o
n-ésimo numero a direita de Fy, F, com n negativo corresponde ao |n|-ésimo nimero a
esquerda de Fy (25).

Teorema 1.4 (Férmula de Cassini). Para todo n € N,

FoaFq—F2=(-1)™ (1.3)

Prova: Novamente, tal prova sera feita por intermédio do método da inducao.
Dado que Fy =0, F; =1 e F; = 1 nota-se que (1.3) é valida para n = 1. Supondo entao

que (1.3) seja valida para n,



24 Capitulo 1. Ezxplorando as Sequéncias Numéricas de Fibonacci e Lucas

Foity-1Fmiy11 — Far1® = FyFpys — Foid®,

=F,F0—F,1(F,1+ F,),
= Fo(Foy2 — Fog1) = FooaFoya,
=F," = Foo1F,

= (—1)(ForFup — F)7),

= (=1(-1)",

= (-1

Diante do exposto, (1.3) é valida para todo n € N.

Teorema 1.5 (Observacao de Kepler). A razdo entre termos sucessivos da sequéncia de

Fibonacci converge para ¢ = %‘?’ ~ 1,61803, conhecida como a razao durea. Em notacao
moderna,
. Fn+1
e Y

Prova: Suponha que o limite proposto exista e seja igual a L. Ao dividir-se ambos

os lados da relagao de recorréncia F, 1 = F,, + F,,_1 por F,, (n > 2), obtemos

FnJrl Fn anl Fn+1 1
F, _F = F F, O E :

s - F,
Ao fazer n — oo nesta tltima expressao e observando que deve-se ter ===+ — L e

n
Fy
Fn

— L, verifica-se que

1
Lzl—i—z ouainda L’ —L—1=0.

S

1+v5

2

Por fim, como o limite procurado é positivo, pode-se concluir que L = , por

essa ser a Unica raiz positiva da equacao quadratica acima.

Um meio de mostrar que o limite (1.4) existe é notar que ao dividirmos ambos os

lados da férmula de Cassini por F,,_1F,,, obtém-se

Fn—an—i-l _Fn2 (_1)n

= &
Fn—an Fn—an
Fn—an+1 Fn2 o (_1)n o
Fn—an Fn—an B Fn—an
E, E, -1
+1 _ — ( ) , (15)
Fn anl anan
uma sentenca que facilita a verificagao de que a sequéncia definida por z,, := F}—:l trata-

se de uma sequéncia contrativa ja que d(z,11,%,) < %d(xmxn_l). Portanto, x,, ¢ uma

sequéncia de Cauchy e deste modo convergente.
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Uma outra maneira de provar a existéncia do limite (1.4) é observar que a expressao
(1.5) pode ser usada para se estabelecer a igualdade entre as somas parciais de uma série
telescopica e uma série alternada. Para tal basta que se tome ambos os lados de (1.5) de
n =2 até N obtendo

N
Iy oy 3 (=n"
FN Fl n—9 anl Fn
Ao fazer N tender ao infinito na igualdade acima, note que a série obtida a direita

é convergente pelo teste de Leibniz para séries alternadas, portanto, temos que o limite

(1.4), obtido a esquerda, é convergente.

Por fim, conforme (25) menciona convém também notar que as consideragoes
anteriores também estabelecem uma interessante férmula, cuja qual relaciona ¢ a soma

alternada do inverso do produto de ntiimeros consecutivos de Fibonacci,
— (=D)"
=1 et
(b * ; anan
1.3 Ntumeros de Lucas: A Sequéncia Além de Fibo-

nacci

Francois Edouard Anatole Lucas nasceu em Ami-
Figura 2 — Francgois Lucas ens, Franca, em abril de 1842. Em 1861, ingressou na
Ecole Normale Supérieure, concluindo os estudos em 1864.
Apos a graduacao, foi assistente de Urbain Jean Joseph
Le Verrier no Observatoério de Paris até 1869. Durante a
Guerra Franco-Prussiana (1870-1871), serviu como oficial
de artilharia. Apds a derrota, lecionou em vérias insti-
tuigoes de Paris, como o Lycée de Moulins (1872-1876),
o Lycée Saint-Louis (1876-1879) e o Lycée Charlemagne
(1879-1890).

Lucas era um excelente professor, conhecido por es-
Fonte: Google Imagens timular seus alunos com desafios matematicos que exigiam
grande criatividade. Além de lecionar, foi um matematico

altamente produtivo, publicando mais de 180 artigos em jornais matemaéticos internaci-
onais sobre diversos temas. Suas principais contribuicoes foram na Teoria dos Nimeros,
area pela qual tinha grande interesse. Em 1876, estudou a sequéncia de Fibonacci e sua
generalizacao, hoje chamada de sequéncia de Lucas. Nesse mesmo ano, apresentou uma
versao do pequeno teorema de Fermat e desenvolveu testes de primalidade baseados em

sequéncias recorrentes, determinando a primalidade do 12° nimero de Mersenne:

M7 = 2127 — 1 = 170141183460469231731687303715884105727.
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Tal nimero, composto por 39 algarismos, permanece sendo até hoje o maior primo
encontrado sem o uso de computacao. Entre seus mais de 70 artigos publicados entre 1876
e 1878, destacam-se: em 1877, Recherches Sur Plusieurs Ouvrages de Léonard de Pise,
sobre a sequéncia de Fibonacci, e em 1878, Théorie des Fonctions Numériques Simplement
Périodiques, que aborda sequéncias recorrentes de segunda ordem e suas propriedades. Na
introducao deste ultimo artigo, Lucas explicou seu objetivo de estudar funcgoes simétricas

das raizes de uma equacao quadratica e sua aplicacao na teoria dos niimeros primos.

Lucas também foi pioneiro na matematica recreativa, inventando o problema
das torres de Handi sob o pseudonimo N. Claus de Siam. Publicou quatro volumes de
Récréations Mathématiques entre 1882 e 1894 e um de L’arithmétique Amusante em 1895.
Sua obra mais importante, Théorie des Nombres, Tome Premier, foi publicada em 1891,

com planos de um segundo volume.

Lucas faleceu de forma sibita aos 49 anos, em outubro de 1891, apds ser atingido
por um fragmento de porcelana durante um banquete. A infeccao causada pelo ferimento

levou a sua morte dias depois.

Observacao 1.6. A histéria de Lucas so estaria completa ao considerar o impacto de seus
resultados nos dias atuais. Isso inclui o trabalho de Derrick Henry Lehmer (1905-1991), que
em 1927 e 1928 aprimorou o teste de primalidade de Lucas, baseado no pequeno Teorema
de Fermat. Em 1930, Lehmer publicou “An Extended Theory of Lucas’ Functions”, que
expandiu e refinou as ideias de Lucas, especialmente no que se refere a otimizagao do
teste de primalidade para numeros de Mersenne. Como resultado dos trabalhos de Lucas e
Lehmer, dos 35 maiores nimeros primos conhecidos na era dos computadores eletronicos,
apenas dois nao sao primos de Mersenne. O maior primo conhecido, nos dias atuais,
através do uso de computadores, foi descoberto por Luke Duran, trata-se do 52° primo de
Mersenne, 274207281

mais de 41 milhoes de digitos (7).

— 1, anunciado em 12 de outubro de 2024, um ntimero composto por

1.4 Os Numeros de Lucas e a Infinitude das Sequéncias

Generalizadas de Fibonacci

Neste momento, serd apresentada uma generalizacao da sequéncia de Fibonacci.
A sequéncia de Fibonacci foi definida com valores iniciais especificos e uma relacao
de recorréncia. No entanto, ao alterar os valores iniciais e manter a mesma relacao de
recorréncia, podemos gerar diversas outras sequéencias semelhantes a de Fibonacci. Por

exemplo, se o par de valores iniciais forem (2, 3) em vez de (1, 1), obtemos:

n |-8 -7 =6 =5 —4 -3 -2 -1 0
1

4 5 6 7 8
F{-8 5 -3 2 -1 1 0 1 8

13 21 34 55
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A sequéncia acima é uma variacao da sequéncia de Fibonacci, onde a indexacao é
alterada para F* = F,, 5. Essa nova indexacao implica que a sequéncia {F,"} nao seja de
divisibilidade, pois F3* 1 Fg*.

Um exemplo mais interessante desse tipo de sequéncia é a sequéncia estudada
por Edouard Lucas em 1876, cujos termos, em sua homenagem, sao chamados niimeros
de Lucas, denotados modernamente por L,,. Ao escolher o par de valores iniciais (1,3

7 Y

obtemos:

| -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -

n 5 6 7 8
L,|47 -29 18 —-11 7 -4 3 -

4
7 11 18 29 47

Podemos gerar varias sequéncias semelhantes a de Fibonacci, alterando seus valores
iniciais, sendo a sequéncia de Lucas a mais notavel, por razoes que serao explicadas a seguir.
Uma delas é a simplicidade da férmula de Binet para os niimeros L,, em comparagao com
a de F,,, o que resulta em uma relagao mais direta com o nimero aureo e suas poténcias.
Além disso, sera demonstrado como F), e L, estao estreitamente conectados por meio de

varias propriedades e identidades.

Curiosamente, a sequéncia de Lucas nunca recebeu esse nome do préprio Lucas;
ela foi inicialmente vista como uma extensao da sequéncia de Fibonacci. A associacao
do nome de Fibonacci a sequéncia popularizada por Lucas ocorreu devido a sua ampla
difusao, embora Lucas, em seus primeiros escritos, tenha chamado a sequéncia de “série
de Lamé” (25).

1.4.1 Fibonacci Sem Limites: Explorando Sua Generalizacao

Definicao 1.7 (Sequéncia Generalizada de Fibonacci). Uma sequéncia generalizada é
qualquer sequéncia {z,}, indexada nos inteiros, tal que r; = u e x5 = v, com u,v € R,

para a qual

Tpyl = Ty + Tp_1. (1.6)

Neste modelo de sequéncia, basta que dois termos consecutivos sejam inteiros para
que os termos subsequentes também o sejam. Em particular, se x; e x5 forem inteiros,

todos os termos seguintes também serao.

A seguir, apresentamos uma tabela com os primeiros termos de uma sequéncia

generalizada de Fibonacci.

n| -5 —4 -3 —2 -1 0 1 2 3 4 5

xn‘élv—?u 2u—v 3v—-5u 20—-3u 2u—v v—u u v u+v u+2v 2u-+3v
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Por intermédio desta tabela podemos ver claramente a existéncia de uma relacao en-
tre os termos da sequéncia original de Fibonacci e os termos de uma sequéncia generalizada

de Fibonacci qualquer, sendo este um fator motivacional para o teorema a seguir.

Teorema 1.8. Dada {x,} uma sequéncia generalizada de Fibonacci, temos

Tp = XoF,_1 +x1F,_o, Vn € Z. (1.7)

Prova: A demonstracao sera realizada através da segunda forma de indugao inteira.

Como Fy =0e F_; = F} = 1, observamos que (1.7) vale para n = 1
I‘QFl_l + l‘lFl_Q = £L‘2F0 + I’lF_l =Ty 0 + - 1=0 +x =2

en =2,

ToFy 1+ 1Py 9 =xoF 1 + 21 Fy =20 1+ 11 -0=129 +0 =25
Suponha que a identidade (1.7) seja valida para n + 1 e para n, isto é,
Tpt1 = x2Fn + xan—h

Ty = ToFy 1 + 1155 0.

Adicionando-se as equagoes anteriores,

Tpy1 +Tp = ($2Fn + :Ean—l) + (xQFn—l + xan—Q) <

Tpto = Tl + 2155,

E subtraindo-se as mesmas equacoes,

Tpy1 — Tp = (xQFn + -ran—l) - (xQFn—l + -Tan—Q) <

Tp_1 = Ty _o + 215, 3.

Isto é, supondo que a férmula (1.7) vale para n e para n+ 1, provamos que também

é valida para n + 2 e n — 1, o que estabelece a veracidade de (1.7) para todo n inteiro.

Vale salientar que o Teorema 1.7 é um caso particular do préximo teorema, mais

geral, cujo qual pode ser demonstrado da mesma forma.

Teorema 1.9. Sejam {x,}, {yn} e {z.} trés sequéncias generalizadas de Fibonacci quais-

quer. Caso, seja possivel estabelecer p,q € R de maneira que

seja valida para 2 valores consecutivos de n, entdo (1.8) é vdlida para n € Z.
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Prova: Utilizando o teorema anterior é possivel verificar que se x,, é o termo geral

de uma sequéncia generalizada de Fibonacci entao:

Ty =Xk + 21 F,
=xoF, 1 +01(F, — Frmv)
= $1Fn -+ (LCQ — .1'1)an1 (19)

3 — _
. ( x12 xz) Fo (xQ . x1) L. (1.10)

De fato,

(31:12—332) Fo (:m;sm) L, = (@) F,+ (”;2;“”31) (3F,_1 + 1F,_y)

Bz —x2)Fy (22 — 1) (2F -1 + For + Frs)
+
2 2
(3%’1 — SCQ)Fn (iL‘Q — $1)(2Fn,1 + Fn)
2 + 2
3 Fy — 2By + (220 F, 1 — 200 F g + 20 F — 20 F)
B 2
o Fn(?)ZL'l — To + Ty — Zlfl) + Fn_1(2$2 — 21’1)
2
Fo.(2x1) + Fm1 (229 — 229)
2
= I‘an + ($2 - LL’l)Fn_l

= Z,.

O motivo para a existéncia das férmulas (1.8), (1.9) e (1.10) e muitas outras
relacionadas é bem simples. E fcil ver que todas as possiveis sequéncias generalizadas de
Fibonacci constituem um espago vetorial real, isto porque a sequéncia composta apenas por
zeros é claramente uma destas sequéncias e se {z,} e {y,} forem sequéncias generalizadas
de Fibonacci, as sequéncias {z, +y,} e {A\x,} com A € R também serdo. Ademais,
tais identidades mostram que este espaco vetorial possui dimensao dois e, portanto, que
quaisquer duas dessas sequéncias que nao sejam multiplas uma da outra formam uma base
desse espaco, podendo ser utilizadas para produzir formulas semelhantes as vistas até o

momento.

1.4.2 Fibonacci e Suas Somatérias: Uma Abordagem Generali-

zada

A seguir provaremos algumas identidades que envolvem somas de termos de uma

sequéncia generalizada de Fibonacci.
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Teorema 1.10. Se {x}} uma sequéncia generalizada de Fibonacci, entdo:

Z“ = Tpio — T1. (1.11)
k=0
ii)
Zl‘gk = Top+1 — L —1. (112)
k=0
iii)
Z Tok+1 = Lon+2 — Lo- (]_]_3)
k=0
iv)
Zku = TpTpi1 — ToT_1- (1.14)
k=0

Prova: Para se provar (1.11), basta que se escreva a sequéncia de relagoes zy, =

T2 — Tip+1 de k = 0 até n para em seguida adicioné-las:

Tog = T2 — I,
Ty = T3 — T2,
Tg = Ty — T3,

XT3 = Ty — T4,

Tp-3 = Tp-1 — Tn-2
Tp—2 = Tp — Tp-1,
Tp—1 = Tp41 — T,

Tn = Tn42 — Tn41-

Adicionando membro a membro essas identidades, a maior parte dos termos do

lado direito da igualdade se cancelam e obtém-se (1.11).

Para se obter (1.12) iremos utilizar a relagdo xer, = Togpr1 — Zar_1, somando de
k=0atén
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To=2T1 — T,
To = T3 — T,

Ty = Ty — T3,

To(n—2) = T2n-3 — L2n-5,
To(n-1) = T2n—-1 — L2p-3,

Ton = Ton+1 — T2p-—1-

Somando, membro a membro, as igualdades acima, obtemos
n
E Lok = Ton1 — T—1-
k=0

Para se obter (1.13) iremos utilizar a relacao xog11 = Topre — Tk, somando de
k=0atén
T1 = T2 — Xo,
T3 = Ty — T2,

Ty = Tg — X4,

T2(n—2)+1 = T2n—2 — L2n—4,
T2n—-1)+1 = T2n — T2n—2,

Ton4+1 = Ton4+2 — Lon-

Somando, membro a membro, as igualdades acima, obtemos

n
E Tok+1 = Top+2 — Lo-
k=0

Para se obter (1.14) iremos utilizar a relacao x;,% = xy(2py1 — x_1) somando de
k=0 atén
Ty = ToT1 — Tol-1,
Tl = T1T2 — X129,

To = X2X3 — T2,

Tp—2 = Tp—2Tpn—1 — Tn—2Tn-3,
TIp—1 = Tpn-1Tn — Tpn-1Tn-2,

Tpn = TpTpyl — Tpnln—1-
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Somando, membro a membro, as igualdades acima, obtemos

n

2
E T = TpTpy1 — Lol -1-
k=0

As identidades (1.11) - (1.14) valem, particularmente, para {F,} e {L,}. Fazendo

x, = L nessas identidades, obtém-se:

> Li=1ILna—1, (1.15)
k=0
> Lop = Lopsi + 1, (1.16)
k=0
> Lopir = Lopsz — 2, (1.17)
k=0
> L =LyLo +2 (1.18)
k=0

Podemos construir uma figura para auxiliar na visualizacao das somas acima, em

casos particulares de n, para os numeros de Lucas.

Figura 3 — Visualizacao das Somas de Lucas

L L, »
LO
L5
L2 Ly
Ly L3
L3 Ly
L L

Fonte: Autoria Prépria.

Para verificar (1.15) basta ver que a soma do lado direito com o lado superior é igual
a soma do lado esquerdo com a parte inferior, em conjunto com a relacao de recorréncia.
Ja para obter (1.16) precisamos lembrar que os lados opostos de um retangulo sao iguais,
logo possui 0 mesmo comprimento bastando entao igualé-los e utilizar novamente a relagao

de recorréncia. Para obtermos (1.17) devemos nos atentar que o lado esquerdo ¢ igual ao
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lado direito. Finalmente, para a obtencao de (1.18) basta notar que a drea do retangulo

maior ¢ igual ao somatoério das areas dos retangulos e quadrados inscritos nele.
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2 Fibonacci e Lucas: Conexoes
Surpreendentes e Resultados

Notavels

Os ntmeros de Fibonacci e os nimeros de Lucas foram estudados por Edouard
Lucas na segunda metade do século XIX. Um resumo de suas mais importantes descobertas
sobre esses ntiimeros pode ser encontrado em Recherches Sur Plusieurs Ouvrages de Léonard

de Pise de 1877. Tal texto em particular ira ser a base do exposto a seguir.

Para motivar e facilitar a visualizacao das formulas e propriedades que serao vistas

mais adiante, a tabela a seguir seréa de grande utilidade.

n| -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0123 4 5 6 7 8
Fl1-21 13 -8 5 -3 2 -1 1 01123 5 8 13 21
L,| 47 -29 18 -1 7 -4 3 -1 2 1 3 4 7 11 18 29 47

Ao observarmos tal tabela, podemos inferir algumas férmulas cujas quais relacionam

os numeros de Fibonacci com os de Lucas, para em seguida, tais identidades serem provadas.

2.1 Numeros de Lucas em Funcao dos de Fibonacci:

Uma Ligacao Recorrente

A partir da tabela anterior, uma das relagoes mais imediatas que podem ser

observadas, assim como, uma das mais importantes, é

Ln = Fn+l —|— Fn—l- (21)

Para demonstrar (2.1), tomaremos z,, = L,, na relagao (1.7), que é valida para

n € Z, e usar os fatos L1 = 1 e Ly = 3, obtendo-se

Ly = Lol 1+ L1 F o,
—3.F, ,+1-F, o,
=2F, 1+ F,1+ F, o,
=F, +2F, 4,
=F,1+ Fy . (2.2)
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E facil ver que, existem muitas outras formas de se reescrever (2.1) fazendo uso
somente da relagao de recorréncia de Fibonacci, assim como
Ln = I'py1 + Fn—h
= n+1+Fn+Fn—l_Fn7
= I'pn42 — Fn_g. (23)

A identidade (2.1) é particularmente relevante devido ao fato de recorrentemente

ser vista naturalmente no estudo dos numeros de Fibonacci.

2.2 Os numeros de Fibonacci em funcao dos niimeros

de Lucas

Por razoes evidentes, os numeros de Fibonacci e de Lucas, possuem identidades bem
semelhantes, desta forma em vista do tépico anterior, é natural o interesse em investigar
se a soma de L, e L, ; origina alguma relacao de valia. Com o auxilio da tabela

apresentada na pag. 31 pode-se pressupor que,

5F, = Lyt + Ln_1. (2.4)

Um meio de demonstrar essa ultima equagdo é somar (2.1) paran+len—1e
fazer uso repetitivo da relacao de recorréncia como realizado abaixo,
Lny1 = Frpo + F,
L,1=F,+F, o,
Lyjg1+ Ly =2F,+F, 0+ F,»
=3F, + Fop + Fho
=A4F, + F, 1+ F, »
=5F,.

Utilizando a relac¢ao (2.1), obtém-se
Ln+2 = Fn+3 + Fn+1>
Ln72 = anl + Fn737
e, consequentemente, podemos reescrever (2.4) como

:Fn+Fn+2+Fn—2+Fn
= n+1_Fn—1+Fn+2+Fn—l_Fn—3+Fn
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- n+3_Fn—1+Fn+1_Fn—3
- L?’L+2 - Ln_g. (25)

Ainda, é possivel utilizar (2.1) e (2.4) unidas para construir novas identidades.

2.3 Uma Relacao Direta entre F,, e L,

Até o presente momento foram exibidas diversas equagoes cujas quais relacionavam
de maneira indireta os numeros de Fibonacci e de Lucas. Neste instante, sera exibida uma

identidade fundamental, associando F), e L,.
Teorema 2.1. Para todo n inteiro,

L2 — 5F? = 4(—1)". (2.6)

Prova: Da identidade de Cassini (1.3) e da relagao de recorréncia (1.1) sdo validas
as equacoes F, 1 F,_1 = F2+ (=)™ e F, = F,,41 — F,,_1. Sendo assim, elevando a equagao
L, = F,.1 + F,_1 ao quadrado, temos

L% = F3+1 +2F, 1 Fq + Fr,
= (Foy1 — Fu1)? +4F, 1 Fy
= Fy +4(Fy + (1)),
=5F7 +4(—1)".

Por intermédio da identidade (2.6) podemos ver que as equagoes diofantinas
5a2 + 4 = y? detém infinitas solucoes. Além do mais, serd demonstrado posteriormente que
os tnicos resultados inteiros (x,y) dessas férmulas sdo obtidos pelos pares (z,y) = (F),, L,),

para algum n € Z. Tal fato, juntamente com (2.6) e a identidade equivalente
502 —20(—1)" = (5F,)?%, (2.7)

torna possivel que sejam apresentados os préximos testes tedricos deterministicos para os

termos de Fibonacci e de Lucas:

Teste 2.2. Se x € N, entao:

a) x é um nimero de Fibonacci se e somente se (522 4+ 4) ou (5z? —4) é quadrado perfeito.

b) z ¢ um nimero de Lucas se e somente se (52 4 20) ou (522 — 20) é quadrado perfeito.

Prova: Tal demonstracao sera realizada por intermédio da reducao ao absurdo.

Como (2.6) é valida, falta mostrar que se x e y sao tais que

52 £4 =y (2.8)
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entao x = F, e y = L, para algum n € Z. A prova de tais testes é oriunda da obra de

Ferguson (25).

Suponha que x seja o menor inteiro positivo, cujo qual nao é um numero de
Fibonacci e que satisfaca a relagao proposta. Sendo assim, x > 4, ja que 1,2 e 3 sao
numeros de Fibonacci, implicando portanto claramente que 2x < y < 3z. Ademais, é
possivel verificar que x e y tem mesma paridade logo, y = = + 2t para algum ¢t < =x.

Substituindo y em 5z% &+ 4 = y* temos

5r2 £4 = (v + 2t)°
522 + 4 = 2% + 4ot + 442
Sr? —a? —dtr — 4P+ 4 =0
4a* — Atw — 4> £4 =0,

Solucionando para 2z,

—b+ /b2 — dac
2a
—(—4t) £ /(—4t)2 —4 -4 - (42 £ 4)
- 2.4
At /1612 — 16 - (—4t> £ 4)
B 8
4t /1612 + 64> F 64)
B 8
4t £ /8012 F 64)
B 8
4t +4,/582 F 4)
B 8
L& /5t F 4)
=——
= 2z =t + V/5t2 + 4,

Tr =

de maneira que 5t +4 = s? para t,s € Z. Como t < x, t deve ser um niimero de Fibonacci

F,, e s o nimero de Lucas L,, correspondente. Assim,

s=4Vbt2+4

20 = F, + L,,
visto que z é positivo e vale que L,, > F,,, para n > 1. Observe que, por (1.17)

Fn+Ln:Fn+Fn—1+Fn+1:2Fn+l-

Consequentemente, se t ¢ um numero de Fibonacci, x também serd. Portanto, um

absurdo.
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Sabendo-se que (2.7) é valida, resta provar a reciproca do item b. Pelo item a, se
522 +4 = y? entao v = F,, e y = L, para algum n inteiro. Multiplicando (2.8) por 5,

obtemos

252?420 = 5% <
252% = 5y? + 20 <
5L,° +20 = (5z)%.

A equagao (2.6) também pode ser usada no calculo do méximo divisor comum
entre F), e L,. Note que, como Fi,L1,F5 e Ly sao impares, as sequéncias de Fibonacci e de

Lucas tem a mesma tabela de paridade:

n |0 1 2 3 4 5 6 7 8
EF, e L, ‘ par impar {mpar par impar impar par impar impar

Diante disto, suponha que d = mdc(F},, L,). Assim, de (2.6), observa-se que d?|4
e, por conseguinte, mdc(F,, L,) < 2. Tal fato, juntamente a tabela de paridade acima,

permite inferirmos que

2, se 3 divide n

1, caso contrario.

mdc(F,, L,) = { (2.9)

2.4 A Identidade de Cassini para os Numeros de Lucas

Como ja esperado, existe para os nimeros de Lucas uma identidade similar a de
Cassini dos numeros de Fibonacci, adiante, serda apresentada uma demonstragao incomum
desta identidade, utilizando uma ideia encontrada em Basin e Hogatt; e Bicknell e Hoggatt
(25).

Teorema 2.3. Para todo n inteiro,

Ly 1Lny — L2 = —5(—1)" (2.10)

n

Prova: Utilizando-se o método da indugao matematica, note que como
L L —Li=-1-1-(-2)>= -5,

temos que, para o caso n = 0, a base da inducao, a férmula (2.10) é vélida. Agora, considere
o seguinte sistema linear, composto por duas equacoes e duas incognitas, cujas solucoes

sao claramente dadas por zo = yo = 1.

an+1 + yLn = Ln+2-
xL, + yLn—l = Ln+1-
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Fazendo-se uso da regra de Cramer para o calculo dos resultados desse sistema

linear, pode-se calcular o valor de yy como uma divisao dos seguintes determinantes,

Ln-l—l Ln+2
Ln Ln+1
Ln+1 Ln
Ln Ln—l
_ L121+1 B LnLn+2
Ln+1Ln—1 - L%

Yo =

=1

isto é,
Lot Lust = L2 = (=1)(LuLuss — L2..). (2.11)

Por hipdtese de indugao, temos

Ly 1Lpy — L2 = —5(—1)".

n

Por transitividade,

(—=)(LnLpiz — L2,)) = =5(-1)" &
LyLpyo — L72z+1 = _5(_1)n+17

ou seja, (2.10) é valida para n + 1.

Para demonstrar o caso n — 1, observe que

Ly 1Lny — L2 = (=1)(LyLpo — L) &
—5(=1)" = (=1)(LnLnss — L2 ) &
—5(=1)" = LyLpa— L2, &
—5(=1)""" = Ly(Lny1 + L) = L3y &
—5(=1)""' = LyLyp1 + Ly — Ly &
—5(=1)""" = Lys1(Ln — Lns1) + L, &
~5(=1)""" = Lyji(~Lp1) + L2 &
—=5(=1)""
—5(=1)""
=5(=1)""
—5(=1)""

n

—_

n

n

5(-=1)" "' =(Ly+ Ly 1)(=Lp) + L &
5(-1)"t'=—L,L,,— L}  +1*<
5(=1)"" = Ly(Ly — Lyy) — L2,
5(-1)"'=L,L,o— L .

n

n

=

Portanto, (2.10) vale para n € Z.



41

3 A Foérmula por Tras da Sequéncia:
Explorando Binet na Algebra de

Fibonacci e Lucas

Neste momento, iremos explorar um pouco da algebra que relaciona F,, e L,, e

como estes estao intimamente relacionados a uma equagao quadratica.

3.1 Hora de Conhecer a e

Anteriormente, vimos que a razao entre termos sucessivos da sequéncia de Fibonacci

converge para o nimero de ouro, resultando em uma equacao do 2° grau, a saber

2 —r—1=0. (3.1)

Denotando-se as raizes dessa equacao por « e 3, temos

145 _1-V5

== 3 5 (3.2)
E, consequentemente,
a+621+2\/5+1—2¢3:1+x/5—51—\/5:§:1’ (3.3)
C(1+VB\ [1=W5
b=\ ) |3
_ <1+¢3><1—¢€>>
4
_ 12—¢5+f—<¢5>2>
4
1-5 -4
= ——=—,=-1 (3.4)

As relagoes obtidas acima serao extremamente tteis no decorrer deste estudo. A

seguir veremos mais algumas relagoes envolvendo « e 3 dentre elas

C14VE 1= VE 14 VE-1+VE 2V
-2 2 2 T2

a—p =5, (3.5)
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1 1++/5 2
oz—l—a: 5 +1~|—\/5
[(1* +2v5 + (V5)’] +4
2(1+/5)
[+ 2vE+5]+4
2(1 +/5)
_10+2V5
C2(1+/5)
[ 10+2V5
2(1 +/5)

[(5+V5
S \1+V5

_(5+VBY (1=
S \1+45 1—

= _4\/5> =5, (3.6)

S

&

—4

1 1-+5 2
5T i
_[0=vB) (= VE) +[2-2]
2(1 —/5)
(= V5= V5 + (VB)] + 4]
2(1 —+/5)
[ —2v5+5]+4
2(1 —+/5)
~10-2v5

2(1 —/5)

ﬂ%:—ﬁ. (3.7)
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Note que, (3.1) implica que z =1+ X e 2 = /1 + z, portanto

1 14+ /5
I i Q\f:\/1+\/1+\/1+---. (3.8)

14+

Vale salientar que como « e § sao raizes de (3.1), temos

d=a+1 e [FP=p+1

Uma consequéncia imediata dessas equagoes é que multiplicando-se respectivamente

por a1 e 87! onde n é inteiro, obtém-se

- a"t=(a+1)-a" e

a2+n—1 _ an—l—f—l +an—1 =

a"tt =a" 4" (3.9)

gl = (B41) 0
B2+n—1 _ ﬂn—l-i—l + ﬂn—l PN

ﬁn+1 — 5n 4 ﬂnfl. (310)

As relagbes (3.9) e (3.10) mostram que as poténcias de « e [ seguem a mesma
recorréncia dos nimeros de Fibonacci e Lucas, formando progressoes geométricas conectadas

a esses numeros.

3.2 Poténcias Douradas: A Relacao Entre a e § e as

Sequéncias de Fibonacci e Lucas

. ~ . F
Conforme demonstrado anteriormente pela Observacao de Kepler, vimos que == —

n
a quando n — o0, ou seja, tomando-se n arbitrariamente grande, os nimeros de Fibonacci
se comportam como se fossem componentes de uma progressao geométrica de razao a.

Ainda, foi visualizado h& pouco como os termos da progressao geométrica

—1 2 3 4 5 6
,a o, o, o, a0, @ ,1,@,@,&,@,&,05

respeitam a mesma relacao de recorréncia da sequéncia de Fibonacci. A juncao de tais
fatos indicam que talvez possa existir alguma relacao direta entre a sequéncia de poténcias

de a e os nimeros de Fibonacci. Com efeito, note que utilizando (3.9) paran=1en =2,
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podemos escrever

dd=at+ad=1la+1 e

=t +al=20+1.

Adicionando-se membro a membro essas equagoes e, repetindo indeterminadamente

o processo de somar as duas ultimas equacoes obtidas, obtém-se

ot =0’ +ao® =3a+2,
o’ =a'+o® =5a+3,
b =a’® +a' =8a+5,
o =a®+a® =130 + 8,
a®=a"+ab =21la+ 13,

1 +1

De modo similar, por (3.9) temos que o' = "' — ", subtraindo-se as equagoes

obtidas por (3.9) para o® e o? e repetindo-se indefinidamente o processo de subtrair as

duas ultimas equacoes obtidas, temos

al=a’+at=1a+0,
=al4+a?=0a+1,
al=a?+a?=1a—-1,
a?=a+a = -la+2,
a_3:a_4+a_5:2a—3,

at=a"+a%=-3a+5,

Finalmente, podemos perceber que nas sequéncias de igualdades realizadas anteri-
ormente nao ocorre nenhuma alteragao ao trocarmos « por e, ao percebermos o padrao

no lado direito dessas igualdades, pode-se inferir que, para todo n € Z, vale que

a"=aF,+F,_1 e, (3.11)
B = BE, + F, .. (3.12)

Posteriormente, no que se segue as ideias apresentadas durante esta secao serao
formalizadas. A seguir, veremos o teorema referente as equagoes (3.11) e (3.12) sendo

ambas provadas simultaneamente, pois de a e 3 sdo rafzes de 22 —z — 1 = 0.
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Teorema 3.1. Se x € R € tal que

2 =z+1,

entao, para todo n € Z, vale que

2" =uakF, + F,_;. (3.13)

Prova: A prova sera feita por inducao matematica inteira em n. Dado que Fy =0
e 'y =1, temos
tFy+Fy,=2-0+F 1 =0+1=1=2"

portanto, a identidade (3.13) é verdadeira para n = 0. Suponha que (3.13) seja vélida para
n, isto é
" =aF, + F,_y.

Efetuando-se a seguinte multiplicacao por z e simplificando com o auxilio de

2% = x + 1, obtém-se

2= (zF,+ F,_1)r <
2" = 2?F, + aF,_,
=(x+1)F, +xF,
=aF,+ F, +zF,_,
=ak,1+ F,.

Subtraindo-se as equacoes acima, dadas para ™" e 2™, obtém-se

n—1 +1

" ="
= (xFp1+ F,) — (xF, + F,_1)
=k, +F,—2F,—F,
=x(Fp1—F)+F,— F,
=aF,_1+ F,_s.

_:L'n

A validade da igualdade (3.13) para n implica sua validade paran+1en — 1,

concluindo que ela é verdadeira para todo n inteiro.

As identidades (3.11) e (3.12) sao essenciais para derivar relagoes importantes
envolvendo os numeros de Fibonacci, de Lucas e as constantes « e 3. Adicionando-as para

n —1en+ 1, obtém-se novas féormulas.

" =aF, 4+ F
=abF, 1+ F,»
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€,

Bt = BFu i1+ Fopi
- 6Fn+1 ‘I— Fn

logo,
an—l + ﬁn—'—l =alF, 1+ F, o+ BFn—i—l + F,.

E usando os resultados L,, = F,,_; + F}, 4, juntamente com a fatoracio 2" 4+2""1 =

z™(z + 1), assim como as relagoes (3.7) e (3.6), obtém-se

1
Oén (Oé-F-) :an+1 _i_anfl =
0
V50" = aFp1 + Fy + aF 1+ F_o &<

\/gan:a(Fn+1+Fn—1>+Fn+Fn—2<:>
V5a™ = aLy, + L,y (3.14)

Bn (ﬂ"’%) :5n+1+ﬁn71<:>
_\/gﬁn:BFn+1+Fn+BFn—1+Fn—2<:>
_\/gﬁn:6(Fn+1+Fn—1>+Fn+Fn—2<:>

—V/58" = BL,, + Ly_1. (3.15)
Multiplicando as férmulas (3.11) e (3.12) para n + 1, respectivamente por 3 e por
a, obtém-se

"t = (aF i+ Fy) - B e pa"t = afF, 0+ GF, e,
5n+1 Q= (ﬁFnJrl + Fn) CO = O‘ﬁnJrl = aﬁFn+1 + aF,

e, utilizando o fato de que a8 = —1 e reorganizando, obtém-se respectivamente
5an+l =—lp+ 5Fn <
F,i1 = pBF, —a"af &
Foi1=p0F,+a" (3.16)
e,

aftt = afF,1+alF, &
Fn+1 :aFn_ﬁnﬂa@
Fror = aF, + B (3.17)
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Repetindo-se o procedimento realizado acima com as férmulas (3.14) e (3.15),

tem-se

V58" = Bl + Ly &
V58" = (BLny1 + Ln)a &
—V58"(=1) = (=1)Lns1 + aL, <
Lpi1 = aL, — V56", (3.18)

V5o = aL,y 1 + L, <
V5a" ™ B = (aLps1 + L) <
V5™ (=1) = (=1)Lps1 + BLn <
L1 = BL, + V50 (3.19)

Substituindo @ e § em (3.11) e (3.12), no segundo membro, por seus valores
numéricos, chega-se a

o =aof, + F,_;

_ (1+\/5

2

_ Fu+V5F,
N 2
_Fn+\/5Fn+2Fn—1
a 2

)Fn+Fn—1

+Fn—1

"= BF,+ F
(15
B 2

)Fn+Fn1
F, —V5F,

_Fn_\/an+2Fn71

Simplificando as expressoes através da relacao L, = F,, + 2F},,_1, obtém-se

L F
a’ = L\/gnj (3.20)
2
L, —V5F,
B = T\/_ (3.21)

As relagoes entre as poténcias de « e § e os numeros de Fibonacci e Lucas tém

diversas aplicacoes, permitindo a demonstracao de resultados notoérios, como a equacao
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L,* — 5F,* = 4(—1)", agora obtida por outro método. Essas férmulas também mostram
que o e 5", para n # 0, sao irracionais e conduzem a identidades que lembram as férmulas

de De Moivre para poténcias de ntimeros complexos

(3.22)

(Lmt¢&%>m_l%ni¢&%n
2 B 2 '

Na proxima segao iremos utilizar as relagoes (3.20) e (3.21) a fim de estabelecer

duas das mais notdrias identidades sobre os nimeros de Lucas e de Fibonacci.

3.3 Momento em que Binet Encontra Fibonacci e

Lucas

Nesta secao, demonstraremos a Férmula de Binet para F),, em que n ¢ inteiro,
incluindo uma relagao similar para L,,. Tais formulas sao fundamentais, pois permitem
uma abordagem algébrica direta para verificar e generalizar relagoes envolvendo esses

numeros, tornando-se ferramentas essenciais no estudo de suas propriedades.

Teorema 3.2. Sejam o = 1+2‘/5 e 3= %5 Entao, V n € Z,

B o — Bn
F, = 7 e (3.23)
L, =a™+ §" (3.24)

Prova: Subtraindo-se e somando-se, respectivamente, o™ e 5" temos

2 2 2 2
W L,++5F, L,—+5F, L,++5F,+L,—+5F, 2L,

Por intermédio de um olhar simples e facil, as equagoes acima, possuem uma
propriedade misteriosa e instigante, diante do fato de ambas apresentarem como resultado
numeros racionais através do uso de manipulagoes com poténcias de niimeros irracionais.
Buscando-se solucionar tal mistério, iremos reescrever as identidades (3.23) e (3.24) com o

auxilio do teorema binomial, particularmente,

“”)":(3)x“(?b)xl*(g)ﬂ””“*(nfl)f"‘1+(2)x"-
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Ainda, considerando n natural e < : ) =0 se k > n, reescrevendo (3.23) temos

S [ ( )f+2(3>\/53+...]:22n\/\/55.[<71l>+<z>\/52+...

Finalmente, simplificando-se o numerador e denominador, temos

wea (1) () () ()

De maneira andloga, reescrevendo-se (3.24) através do teorema binomial tem-se

corer- (57 (58

_(+Vh)" ( — Vo)

(3.25)

(3.26)
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As relagoes acima nos permitem observar facilmente a origem racional das identida-
des de Binet para os nimeros de Fibonacci e Lucas, e ainda, de maneira indireta, nos dao

duas notdrias férmulas de divisibilidade entre coeficientes binomiais e poténcias de dois.

As identidades (3.25) e (3.26), ainda, sao fornecedoras de informagoes a despeito
da divisibilidade de F,, e L,, por nimeros primos. Fazendo-se uso de teoremas elementares
sobre congruéncias, Lucas provou o que chamou de “lei da apari¢ao”cuja qual veremos a

seguir.
Teorema 3.3. Todo nimero primo p divide algum nimero de Fibonacci. Particularmente,

F,—1 =0 mod p sep=>k+1,

F,y1=0modp sep =25k 2. (3.27)

Prova: A demonstragao a seguir parte do argumento usado em (14). Sabendo que
F3=2e F5 =5, iremos supor p # 2 e p # 5. De (3.25),

re (1) () () ()

e . 1 . .
sendo o tltimo termo igual a 52"~V para o caso n fmpar, j4 para o caso n par temos o
, . . n—1 . . ~ .

ultimo termo como sendo igual a n-572 . Partindo-se da teoria elementar das congruéncias

modulo p, sao validas as proposigoes

i) 271 =1 mod p,

ii) Z)E()modp se 1<k<p-1,
iii) 52~ = +1 mod p,

sendo i) um caso do pequeno teorema de Fermat, onde o mesmo diz que: dados a € Z e p
primo. Se p nao divide a entao p divide a?~! — 1 (20). iii) trata-se de uma consequéncia,
desse mesmo teorema e ii) é verdadeira dado que o p no numerador nao é cancelado. Logo,

fazendo-se uso de i), ii) e iii) na relac¢do (3.25), obtém-se a interessante férmula
F,=+1 mod p. (3.28)

Portanto, dado que p é impar, e pela férmula de Cassini (F,—1Fp41 — Fp2 = (=1)P), temos

F, 1F,;1 =0 mod p. (3.29)

Note que por mdc(F,_q, F,41) = 1, p divide apenas um destes nimeros. A fim

de determinarmos qual destes nimeros, faremos n = p 4+ 1 em (3.25) e observemos que
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1
< p—]: > = 0 mod p para 3 < k < p — 1, devido a mesma razao de ii). Entao,

F, =1+ 521 mod .

Isto ¢, a relagao acima tem por consequencia que F,1; = 0 mod p todas as vezes
em que 5:-D = —1 mod p, sendo assim F,_; = 0 mod p se 5= = 1 mod p. Logo, tais
casos sao semelhantes, pelo fato da lei da reciprocidade quadratica, ao primo p ser das

seguintes maneiras, respectivamente, 5k £ 2 e bk + 1 (25).

O fato de p dividir Fj,_; ou F,;1 nao implica necessariamente que estes sejam os

menores numeros de Fibonacci para os quais tal fato vale, dado que 13|F7.

Vale ressaltar que (3.26), juntamente com i) e ii) subsidiam que

L,=1 mod p. (3.30)

Para demonstrar (3.30) iremos utilizar (3.26) juntamente com a segunda e terceira

proposicao da teoria elementar das congruéncias modulo p localizadas no Teorema 3.3.

1
Lo==— [ " )5+ " )s'+ (" )5+
21 [\ o 2 4

De 2°~! =1 mod p temos:

2t l(2) () (1)

I140+0+---]=1-1=1 mod p.

Assim,

Ao analisarmos o tltimo termo da igualdade acima, verificamos que caso seja p o
segundo termo do coeficiente binomial, terfamos um valor impar cujo valor nao é possivel,
ja que sempre ¢é par. E ja para quando o segundo termo do coeficiente é maior que p, tal

coeficiente sera congruente igual a zero modulo p, pela “lei basica” dos coeficientes.

p

1)50 mod p.
p_

Portanto, o dltimo binémio é (

3.4 A demonstracao da Formula de Binet por Abraham
De Moivre (1667-1754)

Abraham de Moivre, nascido em 26 de maio de 1667, na Franca, destacou-se como
matematico por suas contribuicoes a Teoria das Probabilidades, Geometria Analitica e pela
formula para poténcias de nimeros complexos. Exilado na Inglaterra devido a perseguicao
religiosa, tornou-se especialista no Principia Mathematica de Newton, com quem formou

amizade.
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Apesar disso, enfrentou preconceitos que o impediram Figura 4 — Abraham De Moivre
de lecionar em universidades, levando-o a atuar como

professor particular de Matemaética.

Sua prova da férmula de Binet no século XVIII
é notavel por ser pioneira e por utilizar o método das
fungoes geradoras, uma abordagem inovadora baseada
em séries formais. Tal forma é baseada na suposicao de
que os elementos de uma sequéncia sao os coeficientes
de uma série de poténcias, sendo esta reorganizada de
modo a se obter o seu termo geral, com a auséncia de

um cuidado com a convergeéncia.

Supondo-se que

G(z) = Fy+ Fia' + Fo? 4. = Z F.xz", (3.31) Fonte: Google Imagens

n>0
chega-se a
G(x) = Fp2° + Fiz' + Fya® + Fya® + Fya' + Fsa® + - -
xG(r) = Foxl + Bz + By + Faa* + Fya® + - -
2*G(r) = For? + Fyad + Fyx* + Faa® + - - - .
Subtraindo-se a primeira identidade das demais e utilizando que Fy =0, Fi; =1e
F,.1 = F,+ F,_1 temos
G(r) —2G(z) — 2°G(xr) = 2 &
Gr)(l—z—2*)=1=
Glr) = ——

1—x—2a2

Utilizando-se 1 — x — 2% = (1 — ax)(1 — Bz) e fragoes parciais, obtém-se

11 1
l—z—22 5\l—ar 1-pz)

Logo, como i = ano 2" e substituindo-se tal fato na equacao anterior, temos

G(x) = ZFnZE” = ﬁ = % (Z oz — ZB"m”)
n>0 n>0 n>0
B xn<an _ ﬁn)
— ; — %

Portanto, comparando os coeficientes de ™ nessa igualdade, obtém-se
a — Bn

F, =
V5
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3.5 Binet em Acao: Explorando Identidades e Con-

jecturas nos Numeros de Fibonacci e Lucas

As identidades (3.23) e (3.24) nos fornecem um meio bem claro e facil de se averiguar
quaisquer relagoes que envolvam os nimeros de Fibonacci e de Lucas. Exemplificando, temos
que para verificar as identidades para indices negativos de F, e L,, vistos anteriormente,
basta utilizar as férmulas de Binet para F), e L, com n : —n, e os fatos (=1)™" = (=1)" e
aff = —1. Assim,

o - (4 -3)

7 ) =7 (&)

) o)
B

=7 o
1
:ﬁ<

=y

n—a”
" —

B
anﬂn
B

VS T V(-1
Fu(-1™*.

NG

De maneira analoga,

_ om g L1 Bt Ha" A"
L,=a"+p"= o + 7 Bram (B
"+ a” 1 1
o e T e =Y

De modo similar, pode-se demonstrar conjecturas com as férmulas (3.23) e (3.24).
Exemplo disto, sao as primeiras linhas do seguinte teorema visto e demonstrado anterior-
mente, cujo qual temos que na sequeéencia de Fibonacci, F,,;5 > 10F,,,n > 2. Onde este
nos fornece indicadores de que é sempre admissivel a escrita do nimero F,, em termos de

outros dois nimeros de Fibonacci consecutivos (25),

F,=Fy 1F 4+ F By gy (332)

A fim de visualizar a equacao acima basta que calculemos o segundo membro

n—k k _ nk n—k+1 _ on—k+1
fiosbcse b = () () (0) ()

5k 1
( Bk 1 (Oz -k _ ﬁn—k) (ak _ Bk)(anflﬁl _ Bn—kJrl)
) + 5)

(ak_l - Bk 1)(04” k Bn_k) 4 (Ozk o ﬁk)(ozn_k'H _ Bn—k—i—l)
)

fazendo-se uso de (3.23), obtendo-se
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(aF—tn—k _ qh=1gn—k _ gk—lgn-k 4 gh—ltn—k)

)
(ak+n—k+1 _ akﬁn—k—l—l _ 6kan—k+1 + Bk—i—n—k—&-l)
)
an—l . ak—lﬁn—k o Bk—lan—k + Bn—l + an—i—l _ ngﬂn_k+l—
B 5

ﬁkan—k—i—l 4 Bn—l—l
5)

Reescrevendo-se
—Oék_lﬁn_k — (Oéﬂ)Oék_lﬁn_k — akﬁn—k—l—l e,
—O[n_kﬁk_l — (O{ﬁ)an_kﬂk_l _ Oén_k+lﬁk

E sabendo-se que a8 = —1, temos que os termos mistos da expressao cancelam-se,

restando-se

a1 4 Grl gt g gt
5
Agora, fazendo-se uso da féormula de Binet para os nimeros de Lucas, juntamente
com L, 1+ L, =5F,, temos

L,_ L, 1
L1+ Lnta — S(Ln—l + Lp) = F,.

5
Observamos entao que a igualdade acima fica verificada Vn, k € Z dado que
L, 1+ L,
Fo— %

Apesar da identidade (3.32) aparentemente ser uma nova relagao, ela trata-se de

uma antiga identidade conhecida e agora reescrita, dado que, se for feito n : n+ k obtém-se
Fn+k - Fk_an + Fan+17 (333)

sendo esta a relacao F, ., = Fy,_1F, + F,, F,,11, uma das primeiras férmulas a respeito dos

numeros de Fibonacci vista no inicio do nosso estudo, e agora provada para todo n, k € Z.

3.6 Demonstracao e Verificagao de Identidades Algébricas

Utilizando as Formulas de Binet

As identidades de Binet para os ntimeros de Lucas e Fibonacci igualmente podem
ser utilizadas, a fim de produzir formulas e inferir propriedades a despeito de L, e F,.
Exemplificando-se tal fato, temos ao considerar as familiares identidades algébricas
a" — b =(a—b) (" + a4 a2 DY,
a2 — 52 = (a2 — ) (a2 4 o 4 - a2y p2h?),
a2 LR = (g 4 b) (@ — @ o4 — bl P,
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sendo tais identidades validas para k € N e a,b € R. Ao fazermos a = o" e b = " temos

o™ — g™ = (a" = B")B(a, B),
o’ — gk = (0" — ) C(a, B), (3.34)
a®7 4 GEDY — (01 1 §)D(a, B),
em que B(a, 3), C(a, ) e D(«, B) tratam-se de polinémios simétricos com coeficientes

inteiros em a e 3. Conhece-se da algebra que qualquer polinomio simétrico com coeficientes

inteiros P(x,y) (8), pode ser reescrito da seguinte maneira
P(z,y) = P'(x +y,zy)

onde P’'(.,.) é um polinémio com coeficientes inteiros. Dai, dado que a + 5 =1e aff = —1,
observa-se que B(a, ), C(«, ) e D(«, 3) sao inteiros. Portanto, das identidades (3.34),

dividindo-se as duas primeiras por v/5, obtém-se

C(nk _ Bnk _ <&n _ ﬁn)B(&’ﬂ)

-~
V5 V5
ank: _ 6nk
—— =F,-B(a,p) &
7 (o, B)
Fou. = F, - B(a, p).
Assim,
m = kn — F,|F. (3.35)

Além disso, por

ok _ g2nk _ (a®" = ) C(a, B)

=
V5 V5
F2nk: = FQn : C(Oé,ﬁ) <~
Fan = FnLn ’ O((X,B)
logo,
m = 2kn = L,|Fy,. (3.36)

Mais, ainda
a#Hn 4 gEHIR — (o 4 5") D(a, B) &
Portanto,

m = (2k + 1)n — Lu| L. (3.37)

A demonstragao das reciprocas das implicages acima é possivel de se provar perante

algumas restricoes.
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Demonstraremos que se F,|F,,, entdo m = nk, para n > 2. De fato, por intermédio

da divisao euclidiana, podemos realizar a divisao entre m e n e com isto obter,

m=kn+r (0 <r<n).

Entao,

a™ — Bm — ank+r . /Bnk—i—’r + arﬁnk o ar/@nk
— ar(ank _5nk) _I_Bnk(ar _67’) PN
F,, = a"F,, + B"F..

Sabemos que F,, divide F,;, visto que nk é miltiplo de n, entdao supondo que F},|F,
entdao F,|3"F F,. Como, 3" é sempre irracional entdao F,|F,. Ainda, temos que como a
sequencia de Fibonacci possui apenas termos crescentes, para indices inteiros positivos
maiores que 2, logo nao podemos dividir um termo de ordem superior por outro de ordem
inferior. Portanto r = 0, o que conclui a prova da reciproca de (3.35). De maneira similar,

pode-se obter as demonstragoes referentes as demais implicagoes.

As identidades a4+ f =1 e o — 3 = v/5 juntamente com as férmulas advindas do
binomio de Newton podem ser utilizadas para se obter identidades sobre F}, e L,,. Exemplo

disto, temos

(z +y)* =2 + 2zy + ¢,
(z —y)* = 2" = 2zy + ¢,

=y = (z—y)(z+y),

que substituindo-se = " e y = 3", dividindo-se por v/5 quando necessério e relembrando

que """ = (—1)", obtém-se que para todo n inteiro sao vélidas as seguintes afirmagoes

(an_i_ﬁn)Z :a2n+2anﬁn+ﬁ2n o
L2 =a® 4 3% +2(=1)" = Ly, +2(—1)", (3.38)
(an _Bn)2 — Ck2n o 2an6n _|_/62n
= a4+ 7 = 2(=1)" = Ly, —2(—1)" &
5F2 = Ly, —2(—1)" (3.39)

a2n _ 6271 _ (a/n _ Bn)(an +Bn)
V5 V5
Fon = F Ly, (3.40)

=
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Dentre tais relagoes, as equagoes (3.38) e (3.39) por intermédio da soma e da
subtracao podem ser utilizadas a fim de obter duas outras relacoes, sendo que a primeira
nio tinha sido vista anteriormente e a segunda ¢ a relagao L2 — 5F2 = 4(—1)" j& provada

anteriormente ao longo do estudo e agora deduzida de outra maneira

L2 +5F? = Loy +2(=1)" + Ly, — 2(—1)" = 2Ly, (3.41)

L2 —5F? = Ly, 4 2(=1)" — (Lgy — 2(—=1)")
=2(=1)" +2(=1)" = 4(=1)". (3.42)

Continuando-se, a titulo de exemplo, note as seguintes identidades:

(z+y)° =2° + 3zy(z +y) + ¢,

(x—y) -y,
2yt = (v 4+ y) (2 — 2y + P,
2t =y’ = (- y)(@® + 2y +¢7).

(x —y)® = 2® — 3uy

Portanto, realizando-se o mesmo processo feito anteriormente, tem-se

(Oén—i-ﬁn)B — 043n+304nﬁn(06n+5n) +ﬁ3n =
Ly = o™+ 7 4+ 3(=1)" (" + ") = Lsn + 3(—1)" Ly, (3.43)

n —

(Oén _ ﬁn)S — a?m _ 306”5”(05” _ ﬁn) _ Bl’m
— a3n _ ﬂBn _ 3(-1)”(0&” o Bn) PN
5% = Fy, — 3(—1)"F,, (3.44)

Oé3n+ﬁ3n — (an+ﬁn>(a2n _&nﬁn +ﬁ2n) o
Ly, = L, (0™ + %" — (=1)") = L, (Ly, — (=1)") (3.45)

o™ — 7 = (" = ") (@ +a"F" + 52")
= (a" = B")(a®" + 7" + (=1)") = (a" = B")(Lan + (-1)") &
Fap = Fy(Lon + (=1)"). (3.46)

Outra forma de se obter relacoes sobre os nimeros de Fibonacci e de Lucas é

combinando-se suas respectivas formulas de recorréncia com certas identidades algébricas,
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assim como o trabalho realizado pelo matematico italiano, em 1905, Giacomo Candido
(1871 — 1941) (25). Note que, para x,y € R, obtém-se

22+ % + (z +9)?)* = 2% + ¥* + 2 + 22y + ¢*)?
= [22° + 2¢° + 22y)* = [22% + 2¢° + 22y] - [22% + 2y° + 22y
= 4ot + 42%y? + 423y + 427y + Ayt + day® + 423y + day® + 4aPy?
= 4zt + 122%y° + 823y + dy* + 8z
= 221 + 21 + 221 + 823y + 122%9% + 8xy® + 2!
= 2% + 2y + 2(2 + 423y + 62%y* + 4y 4+ y?h)
= 22" + 2y + 2(z + y)*
=2@" +y' + (@ +y)Y,
identidade esta que pode ser demonstrada algebricamente como realizado anteriormente
ou geometricamente (19). Tomando-se z = F,, e y = F, 11, tem-se a intitulada identidade

de Candido,
(Fp 4+ Fro + Frpo)® = 2(F0 + Foy + Fop). (3.47)

Facilmente, nota-se que a identidade (3.47) é valida para qualquer sequéncia

generalizada de Fibonacci, e, portanto, em particular vélida para L,.

3.7 Novas Perspectivas sobre as Somas de Fibonacci

e de Lucas

Utilizando as formulas de Binet, é possivel demonstrar e generalizar somas relacio-
nadas a F}, e L,, incluindo outras que serao estudadas. Um desses resultados, descoberto

por Edouard Lucas em 1877, foi posteriormente revisitado por outros autores.

Teorema 3.4. Para todo a,b inteiro, a #0 en > 0:

1)

zn: I3 fih = (_1)aFan+b + (_1>bFa—b - Fan+a+b + Fb (3 48)
o (C1)e — Lo+ 1
ii)
= -1 aLan b — -1 bLafb_Lan a b+Lb
ZLak—i—b = =Y = (_(1)a)_ I 1 aias . (3.49)
k=0 @

Prova: Utilizando-se a férmula da soma da progressao geométrica finita, onde para

q # 1 temos,
n n+1 1

St =1vrgr @t =1
k=0 ¢—1
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Fazendo-se uso da férmula de Binet, fatorando e calculando a soma da P.G. obtém-se

n n aak—f—b o Bak—&-b
Y T il iy
k=0 k=0 \/g
= S ey S ey
V5 = Vi

Oéb aan+a -1 5() ﬁan-{—a -1

V5 o=l B Fo1

_ (a1 — 1) - (a® — (e - 1)
Va(a® —1)(3* ~ 1)

(aan+a+b _ Oéb)(ﬁa _ 1) _ <6baa . Bb)(ﬁan—i-a o 1)
a Vi(aift —at — g2+ 1)

(aan+a+b _ Ozb)(ﬁa _ 1) _ <5baa - Bb)(ﬁan—i—a _ 1)
- Vh(a®fe —ar = e 4 1)

( oantatb B — qantatb _ b B+ ab) . ( 5an+a+baa o /Bbaa N BanJraer + Bb)
a Vi(aefe —a® — o 4 1)
aan—s—a—f—bﬁa - aan+a+b _ Oébﬁa 4 Ozb _ ﬂan+a+baa + Bbaa + 5an+a+b _ 51;

\/S(aaﬁa — % — ﬁa + 1)

Efetuando-se algumas manipulagoes como a expansao do numerador e denominador,

agrupando os termos com expoentes semelhantes e colocando a8 em evidéncia, obtém-se

(aﬁ)a(aan—l—b _ Ban—i—b) + (aﬂ)b(aa—b _ 6(1_6) _ (aan—l—a—l-b _ Ban—l—a—l—b) + Qb _ 61)
VBl — (" + 5 + 1) |

Finalmente, substituindo o = —1 juntamente com o uso das férmulas de Binet

(3.23) e (3.24) obtém-se o lado direito da soma (3.48)

(_1>aFll'ﬂ+b + (_1)bFa—b - Fan+a+b + Fb
1= Lot 1 |

De modo andlogo iremos demonstrar a soma (3.49), logo

n n
o ak+b ak+b
E Lak-‘rb — E «@ + 5
k=0

k=0
_ Oéb Z(aa)k ‘I’ﬁb Z(ﬁa)k
k=0 k=0
b0l 1B
w1 T
ab(aan+a - 1)(6(1 o 1) + ﬁb(aa o 1)(ﬁan+a - 1)

(e =1)(6* = 1)

an+a __
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(aan-i-a-i-b _ ab)(ﬁa _ 1) + (ﬁbaa . 5b>(ﬁan+a o 1)
aaﬁa_&a_ﬁa_i_l
aan+a+b6a o aan+a+b _ Oébﬁa + ab + Ban+a+baa _ Bbaa _ 6an+a+b + Bb
(C1)7 — Lo+ 1

_ (aB)(amH 4 B — ()P0t B0 — (athett 4 gertait) | ob g g
B (1) — Ly +1
~ (=D"Lants = (=1)"Lap = Lantatrs + Ly
B (—1)a — Ly +1 ‘

Do teorema anterior, temos o seguinte corolario, onde fazendo-se b = 0 em (3.48) e

(3.49), pode-se obter identidades mais faceis de serem manipuladas e provadas:

& Fan+a+ (_1)a+1Fan _Fa

}:}gkz — , (3.50)
— Lo+ (—1)ett =1
- L —1)etlpr, L,—2

Lax = arta &+ (F)™ Ln + Lo (3.51)

—1)a+1 _
— Lo+ (1) 1

Tomando-se @ = 1 e a = 2 na relagao (3.50) tem-se nesta ordem que

Li+ (-1 —1

 Fup+ (C1)F, - R
L+ (—1)2—1
 Foa+1F,—1
1411
Foo+F,—1
1

= L'ny2 — ]-7

& Fipp+ (D) FER, — F
> Fi=
k=0

ZF — Fopio+ (=11 Ey, — Fy
o Ly + (—1)%1 —1
_ Fopro+ (=1)3Fy, — Fy
Ly+(—1)3 -1
o F2n+2_1F2n_1
N 3—1-1
_ Fopio — Iy, —1
1
= Fopi1 — 1,

constatando-se para a sequéncia de Fibonacci o que havia sido obtido anteriormente
i)
n
Zxk = Tpyo — T71. (3.52)
k=0
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i)
Z Tog = Top+1 — L 1. (353)

Para a = 3 obtém-se

iF :F3n+3+< )+1F3n_F3
o Ly + (=131 —1

_ Fauys+ (—1)'Fy, — 2
A+ (-1)r-1
_ Fanys+ 1F5, — 2
o 4+1-1
_ Fspqst F3n — 2
B 4
_ Fsnyo + Fany1 + Fzn — 2
B 4
_ F3niot Fango — 2
B 4
2F3n49 — 2
- 4
o F3n+2 - 1
== —,

(3.54)

uma férmula, ligeiramente mais trabalhosa de ser obtida que as demais anteriores. As
identidades (3.48), (3.49), (3.50) e (3.51) além disso podem ser utilizadas com a ou b
negativos. Particularmente, fazendo a = —1 em (3.50) e recordando que, por F_, 1 =
(=1)"F,_q, tem-se

ZF  Fepna + (_1)71+1F(71)n —F
k=
=0 L_1 + (—1)_1+1 —1

P+ (-1)F, - Fy
B L+ (-1)0-1
F L, +F,—-1
o —1+41-1
B F, 1 +F,—-1
o —1+41-1
_ Fpom F Foy — 1
-1
()" Fopy + ()" E, — 1

(=)™ Fu + (=1)"F, + 1

(—1)*(=1)" " Fopy + (1) (=)™ F, + 1
(=)""F, — ()", +1
(1)
(1)

DY E, . —F,) +1
DR, + 1 (3.55)



62 Capitulo 3. A Férmula por Trds da Sequéncia: Explorando Binet na Algebm de Fibonacci e Lucas

Por intermédio do que foi visto anteriormente, podemos obter uma identidade

fechada para a soma dos cubos dos primeiros nimeros de Fibonacci. Combinando-se

E, = (=1)"*'F_, e (3.44)
5F = Fy — 3(—1)"F
= Fy, — 3(=1)"(=1)*F,
= Fy — 3(=1)*F
= Fy, +3F (3.56)
logo, de (3.54) e (3.55) temos

= "\ Py +3F
Sy i
k=0 k=0
F3n52*1 + 3[(_1)n+1Fn71 + 1]
5
Fynipo—146[(-1)"T1F, 1 +1]
2

5
_ Fypp—14+6(—1)""F,_ +6
B 10
o F3n+2 + 6(_1)n+1Fn—1 +5
= 0 )

(3.57)

Ainda, é possivel obter somas fazendo-se uso do Teorema Binomial em conjunto

com as identidades de Binet. Lembre que, se x € R e n natural, temos
- n
(14+2)" = .

Substituindo-se x = o e x = [, e relembrando-se de que as poténcias de a e 3

respeitam a relagao de recorréncia de Fibonacci, juntamente com (3.54) e (3.55), tem-se

3 < " ) of = (1+a)" = (a?)" = a®", (3.58)

k=0 k

analogamente, temos

2 ( Z > B =(L+B)" = (5" =B (3.59)

k=0

Sendo assim, realizando-se as manipulagoes algébricas abaixo nas identidades (3.58)

e (3.59), temos
n n . n n .
a?”—ﬁ?n_kzz()(’f>a ;<k>ﬁ
Vi V5

Fop = i ( Z ) Fi, (3.60)

=
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a2n+ﬁ2n:i<2)ak+i(z>ﬁk©
k=0

k=0

Loy = zn: ( : ) L. (3.61)

k=0

Observe que, efetuando-se o produto das identidades (3.58) e (3.59) respectivamente

por of e B¢, onde t é inteiro e fixado, tem-se

n
n
Z(k>ak-at:a2n~at<:>

k=0
Z ( n ) aftt = g2t
o \ F
e
u n
( >Bk'5t:&2n'/@t<:>
o \ F
n n .
L > ﬁk+t — B2 th'
k=0
Efetuando-se os mesmos procedimentos realizados anteriormente obtemos
- n k+t i ( n ) k+t
)3 I 8
QM — g 5 ( k ) o \ ¥ o
V5 V5
" n
Foi =3 ( : ) P
k=0
analogamente,
a2t 4 gt Z n bt 1 n BFH o
o \ F o \ ¥

- n
L2n+t = Z ( L ) Lk-i-t-

k=0

Fazendo-se de modo similar ao que foi realizado em (3.58), (3.59), (3.60) e (3.61),

porém fazendo uso das equacoes a« = a ' +1e 8= 371+ 1 tem-se

<1—a>”=2(2)<—a>’w:>

k=0
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CORTRIEEDY ( : ) (~a) &
(e =Y ( ! ) (~a)'

De maneira analoga tem-se

COUREDY ( . ) (~8)

k=0

Somando-se ambos os lados das identidades acima tem-se

(1 4+ (-1 =) ( ’ ) (~a)+3 ( ’ ) (~0)" &

k=0

L=y ( Z > L. (3.62)

n —ak—n n gy
I (9 [
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. _ﬁn ; < . ) (_1>k+1<ak —ﬁk)
= =

V5 V5

V5
F, = zn: < : ) Fop (3.63)

Por fim, utilizaremos novamente o teorema binomial, porém agora de maneira
indireta a fim de se obter as somas de Fibonacci e de Lucas, em conjunto com as equagoes
(3.20) e (3.21). Relembrando-se que (3.11) em conjunto com a férmula 2a% = 1+ a + o? =

1 + a3, é possivel escrever que

(1+a*)" = Z

Il
3 i

Como,

(14 a®)" = 2"a®" = 2" (aFyy, + Fon_1),

comparando-se coeficientes, um vez que para a,b,c,d € Q a igualdade ac +b =ca +d é

valida, se e somente se, a = ¢ e b = d, pode-se concluir que

zn: ( : > Fiyp = 2" F,. (3.64)

k=0

Uma justificativa um pouco mais elaborada que a anterior demonstra que

- n 53 F,, sen épar,
Fy, = _ 3.65
(1 )m-{ 0k 065

5—0 S€ 1 € 1mpar.

A visualizagdo das demonstragoes das somas (3.64) e (3.65) além de outras de
carater similar, fazendo-se uso de diferentes formulas sobre os ntimeros de Fibonacci e de

Lucas encontram-se em (12).
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3.8 A Observacao de Kepler sob uma Nova Perspec-

tiva: Conexoes entre Binet, Fibonacci e Lucas

Anteriormente, foi-se visto o limite que relaciona a proporcao aurea a sequéncia de
Fibonacci nao é exclusivo a ela, mas também se aplica as sequéncias generalizadas, como
a de Lucas. Para avancar, é necessario demonstrar identidades intermedidrias, derivadas

diretamente das equagoes de Binet (3.23) e (3.24). Note que

an—i—k _ ﬁn+k — Oék(Oén _ 6n) +ﬁn(06k . 6k>

an-‘rk +6n+k — Oék<(,l{n ‘I’ﬂn) _Bn(ak - 6k)

Por conseguinte, para quaisquer n, k € Z sao vélidas as relagoes

(@t = ) 22 =Mo" = )+ e = )
Foip = a"F, + " F, (3.66)
a4 g = oF (o 4 57) — B (VBEF) &
Lk = a*L, — /56" Fy. (3.67)

Apds feito tal preparo, podemos entao seguir adiante a fim de demonstrar-se o

resultado a seguir.

Teorema 3.5 (Limites de F, e de L,,). Se k € Z,

F,

i) lim —2F = oF, (3.68)
n—oo F,
Ly,

i) lim =2 = oF, (3.69)
n—oo L,
Ly,

i1) lim — = /5. (3.70)
n—oo [

n

Prova: Inicialmente, iremos dividir ambos os lados de (3.66) por F,:

Fn+k aan 6n
— Ly -y
E, F, + o

n

k
= —F.
a+Fnk

De maneira andloga, ao realizar o procedimento de dividir ambos os lados de (3.67)

por L, obtemos

LnJrk OékLn Bn
— V53R
L, L, an F

= Oék — \/gf/_Fk
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L, —V5F,
Relembrando-se que g™ = T\/_’ tem-se
L, — V/5F,
23" =2 <"—\/5”> o
2
26" L. V5F,
= - 2N
F, F, F,
L, n
— =V5+2—.
E, Vot F,

Por fim, observe que dado que || < 1 vale que |3|" — 0 quando n — 0.

1 T = 1,00000000 2 = 3,00000000 1 = 1,00000000
2 2 = 2,00000000 3~ 1,33333333 3 = 3,00000000
3 3 = 1,50000000 T =1,75000000 2 =2,00000000
4 2 ~ 1,66666667 L~ 1,57142857 1 ~2,33333333
5 & = 1,60000000 18~ 1,63636364 L = 2,20000000
6 | % =1,62500000 2 ~1,61111111 18 — 2,25000000
7 | 21 ~1,62500000 2 ~1,61111111 2 ~2,23076923
8 | 3~ 161904762 ™ ~1,61702128 17 &~ 2,23809524
9 | 2 ~1,61764706 125 ~ 1,61842105 1 ~2,23520412
10 | % ~1,61818182 199 ~ 1,61788618 23 ~ 2,23636364
11| 4 ~1,61797753 322 ~1,61809045 9 ~ 2,23595506
12 | 23 ~161805556 | 22 ~1,61801242 | 322~ 223611111
13| 3%~ 1,61802575 813 ~ 1,61804223 221 ~ 2,23605150
14| 810 ~1,61803714 | 2354~ 161803084 | 32 ~ 223607427
15 | 81 ~1,61803279 | 2% ~ 161803519 | % ~ 223606557
16 | 1997 ~1,61803445 | 35T ~1,61803353 | 22U ~ 2,23606890
17 | 28 ~ 161803381 | 378 ~1,61803416 | 21 ~ 223606763
18 | 4181 ~1,61803406 | 212 ~1,61803392 | 3118 ~ 223606811
19 | 55 ~ 161803396 | L2127 ~ 161803401 | 232 ~ 2,23606793
20 | 10946 ~ 1,61803400 | 2H70 ~ 1,61803398 | 12T ~ 2 23606800
21 | 1501 ~1,61803399 | 39002 ~ 161803399 | 24478 ~ 2 23606797
22 | 28657 ~1,61803399 | $4979 ~ 1,61803399 | 39503 ~ 2 23606798
23 | 39568 ~1,61803399 | 13682 ~ 1 61803399 | S4072 ~ 2 23606798
24 | D2 ~1,61803399 | 100058 &~ 1,61803399 | L2982 ~ 223606798
25 | 12139 ~ 1,61803399 | 2113 ~ 161803399 | 2TTSL ~ 223606798

Tabela 1 — Valores iniciais dos limites do Teorema 3.5, para k = 1

a ~ 1,618033988749895,

V5 = 2,23606797749979.
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Note que da tabela anterior, temos que a demonstracao ofertada pelo teorema

acima mostra além do que simplesmente o estabelecimento da convergéncia, dado que

Fn+k Ln-l—k Ln .
R € —— varliam para menos ou
F, L, F,

mais dos seus respectivos limites, a depender do valor de " ser positivo ou negativo.

podemos observar que para n € N, os valores

Sendo assim, dos dois primeiros limites, é possivel concluir que, para k,n € N, valem

Firr Fres  Frys k Frve  Frpa  Frpo
< < < oo<af << < <
F - R F ¢ Fs = F B
Liyvo  Lpya  Ligs k Lyys  Lpys Ly
< < <oo<af << < < .
L, = L, = L “ Ly Ly = L

Ainda, para provar o proximo resultado iremos fazer uso da desigualdade da fracao

mediante.

Proposigao 3.6 (Desigualdade da Fracao Mediante). Se a,b,c,d € N e § < £, entdo

d’
a atc c
b < b+d < d’

Prova: Se § < ¢, entao ad < bc. Portanto,

ab+ ad < ab + be

< alb+d) <bla+c)
<:>a< a—+c
b b+d

ad +cd < be+ cd

& dla+c) <clb+d)
a-+c c

“rrd S ad

a—+c [

< —.
b+d d
Agora, utilizando a Proposigao anterior juntamente com L, = F,,_1 + F}, 11, temos

a
Portanto, por transitividade, 3 <

Froyi  Lyyo  Fris k Fria Livs  Figo
< < < o<af<ii< < < .
R L, R “ F L, B

J& do terceiro limite podemos deduzir que,

Ly Lz Ls
T R PR 4 R e g gt}
Fy F3  Fj V5 Fy, F, F
A tabela demonstra a rapida convergéncia dos limites (3.68), (3.69) e (3.70), com
quatro casas decimais corretas ja para n = 13. Além disso, a igualdade entre os limites

(3.68) e (3.69) decorre diretamente da relagao de recorréncia. Sequéncias andlogas a de
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Fibonacci, iniciadas com quaisquer valores reais, também convergem a limites iguais a o,

devido a forma especifica de suas féormulas de Binet serem da forma

Yn = aa” +bp", com a,b € R. (3.71)

Assim, a menos do caso em que a = 0, por |§\ < 1, pode-se concluir que

n+k n+k n+k 1 b (B \n+k
x _aa e a1 O
W e (i EE))
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4 A Relacao Entre Numeros Com-

plexos, Funcoes Trigonométricas,
F, e Ly

Agora, iremos explorar algumas conexoes interessantes existentes entre F, e L, e

as fungoes seno e cosseno. Como motivacao para os proximos desenvolvimentos, considere
a seguinte tabela:

Foérmula trigonométrica Relagao com F,, e L,
sin (2a) = 2sin (a) cos (a) Fy, = F,L, (3.40)
cos (2a) = cos? (a) — sin? (a) Loy = 5(L2 + 5F2) (3.41)
= 2cos? (a) — 1 =L2—2(-1)"
=1—2sin®(a) =2(—1)"+bF?
sin (—a) = —sin (a) F_,=—(-1)"F,
cos (—a) = cos (a) L_,=(-1)"L,

Ao longo dos anos, muitos matematicos observaram nessas relagoes uma corres-
pondéncia entre sin (a) e F,, e entre cos (a) e L,, ou seja, com excecao dos coeficientes,
as identidades possuem os mesmos componentes. A visualizacao de listas mais extensas
contendo equacoes trigonométricas e suas similares a Fibonacci e Lucas podem ser encon-

tradas em (18). Exemplo disto, note a correspondéncia entre as identidades para soma e
subtracao de arcos

sin (a + b) = sin (a) cos (b) 4 sin (b) cos (a),
sin (a — b) = sin (a) cos (b) — cos (a) sin (),

cos (a + b) = cos (a) cos (b) — sin (b) sin (a),

e as equacoes a seguir

1 1 1
EFoin = é(Fan + Fnly), Fon = 5(—1)”(Fan —F,Ly) e Ly = §(Lan +5F,F,).

Tais equacoes podem ser obtidas por intermédio da aplicagao do seguinte Teorema
ja estudado e demonstrado anteriormente: se x,, ¢ uma sequéncia generalizada de Fibonacci,

entao x, = xoF,_1 + x1F,_s. De fato, fixando-se m e considerando z,, =

m4n €, €M
seguida, x, = L+, obtém-se



72 Capitulo 4. A Relag¢ao Entre Nimeros Complexos, Fungoes Trigonométricas, F,, e L,

Foin = 23Fy 1 + 21 Fy s
= Foqolh 1+ Fop1 B
= Fonol1 + Fo (B — Fooy)
= Fo1(Fong2 — Fogr) + Fa Fl
= b+ Fn
L, — F

:TnFm+Fm+an

FuL, FnF, FnuF, FnF,
- yomalin gy Cmid

2 2 2 2

F,.L, F, FoiiF,
= + _Fm—l + 51

2 2
Fan n
— 2 + 7<Fm+1 + Fm—l)
EF,L F,
2 + 2

1

1
= S(FuLin + FuLy). (4.1)

Trocando-se n : —n na identidade anterior, juntamente com a utilizacao de F_,, =
—(=1)"F, e L_, =(—1)"L, tem-se

Foo = %(Fan +FL)
_ %(—(—1)”Fan b Ep(—1)"Ly)
_ %(—1)”(—Fan +ELy)
_ %(—1)"(Fan _BL).

Procedendo de maneira andloga ao que foi feito em (4.1) tem-se

Lypin =x0F, 1 +x1F, o
= LimqoFn 1+ L1 B
— Lo Fout 4 Lonsr (Fo — Fo_y)
= Fu1(Lmy2 — Lint1) + L1 Iy
= Fo 1Ly + Lina Fy
= Lt L
L,.L, ; F,L,, . Lm_gan . Lm_;Fn
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o Lan Fan Lm+1Fn Leran
2 2 2 2

L,L, Fn L1 Fy
- m - Lm - 5

5 — (Lt ) + 9

Lan Fn Leran

— Ly S i
+ — 5 1+ 5
L,L, Fn
L,L F,
2 Ty 2

1
= 5 (Lol + 5Fn k).

(4.2)

A seguir, iremos formalizar essas ideias. Para tal fato, iremos utilizar o método

feito em (18), no qual se faz uso dos nimeros complexos. Agora, serd feita a observagao de

que as fungoes elementares podem ser estendidas para os numeros complexos, sendo estas

estudadas em cursos de funcoes de variavel complexa ou em qualquer livro texto sobre o

tema. Uma das equacoes mais conhecidas nesse contexto ¢ a de Euler,

e* = cos (z) + isin (2),

cuja qual estende a fungao exponencial Vz € C. Ainda, adicionando-se e subtraindo-se

respectivamente as identidades para e*

eZZ _"_ 6—22

& cos (2)

21 —21

< sin (2)

= cos (2) + isin (z) + cos (—

= (cos(z) +isin(z)) —

cos (z) +isin (z) — cos (—z) —isin (—=z)

= (cos (z) +isin(z)) + cos (—

ezi + e—zi

= ———— = cosh (z1),

2

e* —e™*  sinh (21)
2 i

cos (z) +isin (2) + cos (z) — isin (—

(cos (—

e e * tem-se, as férmulas

z) +isin (—2)
z) +isin (—z)

z) = 2cos (z)

z)) +isin (—z)

cos (z) +isin (z) — cos (2) +isin (z) = 2isin (2)

tornando-se evidente a interconexao entre as fungoes exponencial complexa, trigonométricas,

e as funcoes hiperbdlicas. Ainda, assim como, para qualquer par de niimeros reais u e v

tais que u? + v? = 1, existe § € R tal que u = cos, v = senf), o mesmo é vélido para

quaisquer pares de niimeros complexos u e v sob as mesmas condigoes, desse modo existe

um f € C. Considere a férmula fundamental para seno e cosseno e sua similar

cos? (z) + sin® (7) =

L2 — 5F? = 4(—1)™.

L,
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Apesar de tais equagoes serem similares no contexto aqui exibido, elas sao bastante

dissimilares. Observe que reescrevendo a segunda expressao, obtém-se

(Ln)2 + (2\/3Fn)2 = (22%)2 A
L.\> [iV5E, ’
(ﬁ) +< 24" ) =1

iv/5F, L,
24 24n’

Denotando

Uy =
tem-se que uZ 4+ v2 = 1. Assim, como

iV5Fy, V50

= = =0
T 2.1
e?
Lo 2 2
U():—:_:—: s
290 2.1 2

partindo-se de tais fatos pode-se conjecturar que w,, = sin (nl) e v, = cos (nl) para algum

[ € C. Supondo tal conjectura verdadeira, obtém-se

sin (11) = w4
o WBR 5 V5
& sin (1) = 5 = 5 — g (4.3)
ainda,
cos (11) = n
Ly 1
< cos (1) = o1 = 9 (4.4)

Através deste preparo, é possivel demonstrar o resultado a seguir, sendo este o

principal desta secao.

Teorema 4.1. Sel € C, sin(l) = \/75 e cos (l) = & entdo para n € Z vale,
) Fa= = sin () (4.5)
i) F,= sin (n :
iv/5
i1) L, = 2i" cos (nl). (4.6)

Prova: Iremos provar ambas as identidades pelo método da inducao. Fazendo-se

uso das férmulas para arco duplo, temos que

sin (21) = sin (I + 1) = sin (1) cos (1) + sin (1) cos ()

VEL L VBL VB VB VBB

2% " 2 2% 4 4 T4 2
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¢,
cos (21) = cos (I 4+ 1) = cos (1) cos (1) — sin ({) sin (1)
_11 _¥5¥5_ 1 5 1 5_ 1 5_ 6_ 3
202 2 2 42 4 4(—-1) 4 4 4 4 2
Dado que,
20 2(1) 2
—si 0l) = —=sin(0) = —=0=0= F
ainda,
2! 2 2 V5

temos que a identidade (4.5) é valida para n = 0 e n = 1. Supondo-se que (4.5) seja valida

para n + 1 e n tem-se

24l 2™
———sin (n + 1)! e F, =
iv5 ( ) iv5

Fo = sin (n)l.

Adicionando-se essas identidades e utilizando a férmula para sin (a + b), temos

Fn+2 :Fn+1+Fn
2Z’n+1 2;m

= . sin(n—l—l)l—i—z\/_

sin (n)l

2 n+1 A
= sin (nl +1) + Y sin (n)l
21n+1 ) .
= VG [s-m(nl) cos (1) + sin (1) cos (nl)] + 2\/_ in (n)l
2t | V5 "
- NG _sm (nl)21+7cos (nl) Z\/gsm(n)l

o2t -sin(nl) N /5 cos(nl) N 2i" sin(n)l
iv5 2 2 iv5
20"t | sin(nl) N V5 cos(nl) N 2i"sin(n)l i?
VB i 20 2 iv5 32
2 [sin(nl) N ﬁcos(nl)] N 2i"2 sin(n)l

i2v/5 21 2 i35
_ g+ [sin(nl) \/5005(711)] _ 2"sin(n)l

_|_
2/5i3 2/572 iv5
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— 2in+2

— 2Z~n+2

— 2,L'n+2

— 2,L'n+2

:(_2;&' V5

(S5 ) st -

251

L) sin(nl) —
cos(nl)
2

sin(nl) COS(TLZ):| _ 2"sin(n)!
| 2v/5i3 2 iV
sin(nl)  cos(nl) sin(n)l}

| 2V/543 2 iv/5

cos(nl)

:

|

g2 | (2352) sin(nl) — (%) cos(nl)}
2 sin(n + 2)!.

-

Subtraindo-se as mesmas equagoes e procedendo como acima obtemos

anl :Fn+1_Fn
2in+1 l m l
= in (n+ 1)l — ——si
" sin (n+ 1) i\/gsm (n)
2Zn+1 l l n l
sin (nl + ——=sin(n
2 sin o +0) = 2 ()
T in () cos 1)+ sin (1) cos (nd)] — 20 sim )}
= sin (nl) cos sin (1) cos (n sin
iv/5 NG
2in+1 [ 1 V5 2in
=7 s1n(nl)22+7008 (nl)] Z\/_sm( n)l
o2t [ sin(nl) N V5cos(nl) | 2i"sin(n)l
iv5 |2 2 iv5
o2t z'_2 sin(nl) N Vhcos(nl) | 2i"sin(n)l it
N 2i 2 ivV5 it
\/gcos(nl) 2¢" 1 sin(n)l

- _1\/_

EIER

2

V5

ot | sin(nl)  V/5eos(nl) B 2i" L sin(n)l
- | 2V5 ' 2,/5i-1 ] NG
_ g1 [sin(nl) cos(nl)} 2" 'sin(n)!

. 2v5 2i~1 V5
et | sin(nl) - cos(nl) _ sin(n)!
=21 _ N + 51 NG
_ 9jn-1 R sin(n cos(nl)
-9 (2\/_ \/_> (nl) + 2@,_1]
gt [ (122 o cos(nl)
=92 _(2\/3) (nl) + = }




7

=2{""!

— 2Z~n—1

=2i""*

=2i"*

2§71

(2\/1&'2) sin(nl) + (%) cos(m)]
(2\/1&,2) sin(nl) + <T1—1§_Z> Cos(nl)}
(2\/132,2) sin(nl) + <;—j) cos(nZ)]
(2\/1&,2) sin(nl) — (le) cos(nl)]
sin(n — 1)1

De maneira anéloga, iremos provar o item i), sendo assim supondo a identidade

(4.13) valida para n e para n + 1, obtemos

Ln+2 = Ln+1 + Ln
= 21" cos(n + 1)1 + 2i" cos(nl)

= 20" cos(nl + 1) + 2i" cos(nl)
= 2i" " [cos(nl) cos(l) — sin(nl) sin(1)] + 2i" cos(nl)

_ 2l'n+1

_ 27:11-"-1

_ 2l~n+1 .

_ 21'11-&-2

_ 21'71-&-2

= 2{"*?

= 24" +?

_ 21'71-5-2

+ 24" cos(nl)

1
cos(nl)? - sin(nl);
i

[ cos(nl in(nl
COS(,n ) _ Vsin(nl) + 2¢" cos(nl)
21 2
i |cos(nl)  /5sin(nl) " 72
; [ 5 5 + 24" cos(nl) - 3

— =

_cos(nl) V5 sin(nl) 2i"*2 cos(nl)
. . +
2i2 2i i

_cos(nl) B \/5811.1(711) N cos(nl)]

2i? 21 i?

(3 + ) o 252
(7)o 551

— (g) cos(nl) — (\2/—@5) Sin(”l)]

= 2" cos(nl + 21) = 20" % cos(n + 2)L.

Efetuando de modo andlogo ao feito anteriormente, iremos subtrair as mesmas
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equagoes, obtendo-se
Lyp1= Ln+1 — Ly,
= (2" cos(n + 1)) — (2i" cos(nl))
= (28" cos(nl + 1)) — (20" cos(nl))
= (2" (cos(nl) cos(l) — sin(l) sin(nl)) — (2i" cos(nl))

1

= —(QZH )i~ (cos(nl)l — ésin(nl)) _ (2% cos(nd))i”

= 2i"*t! (cos(nl)% - ? sin(nl)) — (2i" cos(nl))

i~ 21 2 it

2i~1 2i—2 it

-1 cos(nl) ﬁsin(nl)) 2i""1 cos(nl)
= VA —_ —_

=2{""!

2i~1 2i72 i1

cos(nl) V5 sin(nl) B cos(nl))

- 1 1 Vh
= 2"t (F — @Tl) cos(nl) — Y sm(nl))

= 2{"! ! ,__2 cos(nl) — ﬁ sin(nl))

2i~1 2i72
-1 5

= 2{"! 51 cos(nl) — 2—\/__2 sin(nl))
i i

_ . .2
= 2{"! 7Z cos(nl) — ! ;/5 sin(nl))

_. . . .2
= 2" ! ; ! cos(nl) — ! 5 L sin(nl))

2 2
= 2i"! 2—Z cos(nl) — ! ;/5 sin(nl))
i

1 2
= 2" ! % cos(nl) — ! ;/5 sin(nl))

= 2i"" " cos[(n — 1)I].

Estabelecido o Teorema 4.1, é possivel entao, utilizar as seguintes identidades

iv/5F, L, iv/5F,

5y Cos(nl):ﬁ, e tan(nl) = I

a fim de transformar férmulas trigonométricas envolvendo senos, cossenos e tangentes em

sin (nl) =

(4.7)

identidades envoltérias dos numeros de Fibonacci e de Lucas.

Um exemplo inicial do uso dessa técnica é a inferéncia da identidade F5, = F,,L,,

vista anteriormente, a partir da férmula para seno do arco duplo.
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Exemplo 4.2.

iV5Fy, 2\/_F L,
220 T 2n

sin (2a) = 2sin (a) cos (a) = = Fy, = F,L,.

Uma aplicacao mais elaborada trata-se da obtencao da soma de uma série envolvendo

nimeros de Lucas através de uma série telescépica (25).

Exemplo 4.3. Como tan(f) = ES;EZ)), aplicando-se a férmula para sin(a — b) tem-se

sin(f) = sin((k + 1)8 — k0)
sin((k + 1)0) cos(k@) — sin(k6) cos((k + 1)6)
= cos(kf) cos((k + 1)0)(tan((k + 1)0) — tan(k6)),
isto é,
sin(0)
cos(k®) cos((k + 1)0)

= tan((k + 1)8) — tan(k0),

e portanto vale a seguinte série telescopica,

n

1 < tan((k + 1)0) — tan(k6)
Z cos(k@) cos((k +1)0) Z sin(#)

k=0 k=0

_ (tan(0) — tan(0)) + (tan(20) — tan(6)) + (tan(36) — tan(26)) +

B sin(0)
)

N (tan((n — 1)0) — tan((n — 2)0)) + (tan(nf) — tan((n — 1)0))

sin(#)
(tan((n + 1)) — tan(nd))
sin(6)

_ tan((n + 1)0)
sin(d)

Por conseguinte, fazendo 6 = [ e usando as relagoes (4.7), tem-se

n

1 _ tan((n + 1)I)
Z cos(kl) cos((k + 1)I) sin(()

i\/SFn—H
- 1 Ln+1
= =
2k Qk+1 7

452k+1 B Z'\/an_H . i
k=0 Ly Ly Lty \/5

= 4%k 2iF,
Z v A o
LkLk+1 L ia

=

4(5%)kq 2iF,
(SK _ 2B
—~ Lplkyr Lo
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z’"‘: 4(—1)ki _ 2iFpn
o~ LpLlpy Lnp
4.2”: (—DF  2iF.p,
~ LyLesi Lo
z”: (D" _ 2iFn
— LpLlpn 4ilng

S B (15)
= LpLlp 2 Lns1 '

Finalmente, recordando-se de (3.70), verifica-se que

= 1
kzzo L(kLkH =3 (4.9)

A fim de calcular um valor exato do nimero imaginério [ no Teorema 4.1 iremos

usar os fatos de sin (I) = ‘/75 e cos(l) = —% e relembrando-se da identidade de Euler,

e* = cos (z) + isin (z), obtém-se

i - i V51 V5 —14+V6 1-V5
e’ = cos (l) + isin (1) S it 5 5 ! 5 (4.10)
Isto é, temos que e = —1_2‘/51' = —[(1, ou ainda, recordando-se que aff = —1,
tem-se 1 1

! «
com isto permitindo-se determinar, através do uso do logaritmo natural, um valor complexo

de I. Note que, da identidade de Euler vale que €2’ = cos (%) + isin(3) = 0+ i(1) =1,

entao

1 L
e =ezia! &

li:gi—ln(a)(:)

(—i)li = (—i)gz’ — (=) In(a) &
= —g@'? +iln(a) &

™ .
l = §—|—zln(0z). (4.12)
Por fim, para finalizarmos o uso dos niimeros complexos, iremos mostrar meios de
se estender a definigao dos nimeros de Fibonacci para indices complexos e também apenas
para indices reais. Um modo de se realizar a definicao de uma funcao de Fibonacci para

indices complexos seria

az_ﬂz

F(C(Z) = \/S
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Contudo, devido a natureza dos ntimeros complexos, a equacao acima nao é tao
satisfatéria e nem clara. Todavia, é possivel reescrever tal equacao fazendo-se uso de
B=-L=—a a=e"eem =cos(r)+isin(r) =—1+i(0) = —1, obtendo-se

FC(Z) _ af — (_ai )Z _ af — ((_1)7:@72) _ i(az i (_1>za—z) o

1 )
L ezln(a) . ezmelen(a))_ (4.13)

)=

Na tltima linha definiu-se uma funcao cuja qual estende os nimeros de Fibonacci
para os indices complexos. Entretanto, se z € R e nao inteiro a fun¢ao F(z) resulta em
um numero imaginario. Um meio de definir, a partir de (4.13), uma func¢do dos reais nos

reais que estenda F,,, é tomar a parte real de F(z), obtendo assim, para x real,

Fr(z) = —=(a® — cos (zm)a™"). (4.14)

Concluindo-se, é importante ressaltar que Fr(z) e Fg(z) sao de fato extensoes

dos nimeros de Fibonacci, pois se n é inteiro vale que "™ = cos (n7) = (—1)" e como

o= —% = — 37!, pode-se verificar que

4.1 Uma Abordagem Trigonométrica para a Formula

de Binet e a Sequéncia de Fibonacci

Para concluir tal contetido, veremos a seguir um resultado trigonométrico elementar

cujo qual relaciona as constantes a e 5 aos cossenos dos angulos de 36° e 108°.

Teorema 4.4.

i) cos 36° = ! +4\/5. (4.15)
1—
i1) cos 108° = 4\/5. (4.16)

Prova: Os itens 7) e ii) serdo demonstrados de maneira simultanea. Das identidades
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para seno e cosseno de uma soma pode-se inferir

in(a) sin(b) + cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
in(a) sin(b) + cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

(@)
o
0
S
~~
|
n

S
N
|
n

sin(2a) = 2sin(a) cos(a
sin(180° — a) = sin(180°) cos(a) — sin(a) cos(180°)
=0-cos(a) — sin(a)(—1) = sin(a),
—sin(a — 90°) = —[sin(a) cos(90°) — sin(90°) cos(a)]
= —sin(a) cos(90°) + sin(90°) cos(a)
) -

= —sin(a) - 041 cos(a) = cos(a).

Fazendo-se uso das quatro férmulas destacadas anteriormente tem-se

cos(108°) + cos(36°) = cos(72° + 36°) + cos(72° — 36°)
= 2c0s(72°) cos(36°)
2sin(36°)
25in(36°)
~ 4cos(72°) cos(36°) sin(36°)
B 2 5in(36°)
~ 2c0s(72°)[2 cos(36°) sin(36°)]
B 2sin(36°)
~ 2co0s(72°) sin(2 - 36°)
B 2 5in(36°)
 2cos(72°) sin(72°)
B 2 5in(36°)
sin(2 - 72°)
- 2sin(36°)
sin(144°)
2sin(36°)
_ sin(180° — 36°)
25in(36°)
_ sin(36°) 1

~ 2sin(36°) 2

= 2c0s(72°) cos(36°) -

cos(108°) cos(36°) = — sin(108° — 90°) cos(36°)
= —sin(18°) cos(36°)
4 cos(18°)

— — 5in(18°) cos(36°) - 210 )
sin(18°) cos( )4003(180)
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—45in(18°) cos(18°) cos(36°)
4 cos(18°)
—2 - [2-sin(18°) cos(18°)] cos(36°)
4 cos(18°)
—25in(36°) cos(36°)
4 cos(18°)
—[sin(2 - 36°)]
4 cos(18°)
— sin(72°)
4 cos(18°)
—sin(72°)
4[—sin(18° — 90°)]
— sin(72°)
A[—sin(—72°)]
—sin(72°) 1

4sin (72°) 4

Logo, cos(36°) e cos(108°) s@o as raizes positiva e negativa da equagao

11
x2—§x—1:0@4:52—235—1:0@(293)2—(23;)—1:0,

estabelecendo-se tal teorema, dado que as raizes dessa equagao sao

24420 2+2V5 145 Y
o248 42

SIS

| R
o

Finalmente, fazendo-se uso do teorema anterior é possivel reescrever a férmula de

Binet para F),, assim como realizou o matematico W. Hope-Jones em 1921 (15),

2” n o n o
F, = ﬁ(cos (36°) — cos"(108%)). (4.17)

4.2 Novas abordagens para calculos e testes de I, e
Ly,

As identidades de Binet para os numeros de Fibonacci e de Lucas expressam esses

nimeros essencialmente através da subtracao e da soma de poténcias de « e 3, ou seja,

Fnzﬂ e Ln:an—f‘ﬂn.

V5

Dado que || < 1 tem-se que |5|™ se torna cada vez menor a medida que n cresce,
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como pode-se observar na lista das primeiras poténcias de |3|, abaixo:

18]* ~ 0, 61803398874989
18] ~ 0, 38196601125010
18] =~ 0,23606797749978
18]* &~ 0, 14589803375031
18]° & 0,09016994374947
18]% &~ 0,05572809000084
187 =~ 0,03444185374863
1B]® ~ 0,02128623625220
18]° &~ 0,01315561749642
18]° ~ 0,00813061875578

Os dados acima virao a ser utilizados com o objetivo de se obter aproximacgoes
extremamente precisas dos F;, e L,. Porém, antes de prosseguir, é necessario introduzir
uma nova notagao. O simbolo |z]| ird ser usado para denotar o inteiro mais préximo de
x. Apesar deste simbolo nao ser definido para valores racionais que estejam exatamente

1

no meio do caminho entre dois inteiros, como bw, aqui o simbolo |x] sé serd usado com

x € I, o que evitard quaisquer transtornos.

Teorema 4.5.
F, = {——‘ , n>1. (4.18)

Prova: Por (3.20), temos que

2
Ln‘f‘\/an _i:(an)Z_ijOé EH
2 NG Vb b ’

note que,

e portanto, O‘—rg el

Para demonstrar o teorema, note que, para n > 1,

_ |5

V5

an B an )
VARV

2

« 1
F,——| = <=
V5 2

<

A identidade andloga a (4.18) para os nimeros de Lucas ¢ mais interessante, dado

que mostra como esses nimeros se comportam quase como se fossem poténcias de a.
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Teorema 4.6.
L,=|a"], n>2. (4.19)

Prova: Para n > 2, a identidade (3.20) mostra que o é irracional. Fazendo-se uso

da férmula de Binet para os nimeros de Lucas tem-se,

1
|L, —a"| = |a" + " —a"| = |B]" < |B)* < 3

. , . . . ~ n
A tabela abaixo contém os primeiros valores das aproximagoes f‘/—g ea”.

n

n F, 3—% L, a
1 1 0,72360680 1 1,61803399
2 1 1,17082039 3 2,61803399
3 2 1,89442719 4 4,23606798
4 3 3,06524758 7 6,85410197
5 5 4,95967478 11 11,09016994
6 8 8,02492236 18 17,94427191
7 13 12,98459713 29 29,03444185
8 21 21,00951949 47 46,97871376
9 34 33,99411663 76 76,01315562
10 55 55,00363612 123 122,99186938
11 89 88,99775275 199 199,00502500
12 144 144,00138888 322 321,99689438
13 233 232,99914163 521 521,00191938
14 377 377,00053050 843 842,99881376
15 610 609,99967213 1364 1364,00073314
16 987 987,00020263 2207 2206,99954690
17| 1597 1596,99987477 3571 3571,00028003
18 | 2584 2584,00007740 D778 D777,99982693
19 | 4181 4180,99995216 9349 9349,00010696
20 | 6765 6765,00002956 15127 15126,99993389
21 | 10946 | 10945,99998173 24476 24476,00004086
22 | 17711 | 17711,00001129 39603 39602,99997475
23 | 28657 | 28656,99999302 64079 64079,00001561
24 | 46368 | 46368,00000432 | 103682 | 103681,99999036
25 | 75025 | 75024,99999734 | 167761 | 167761,00000596
26 | 121393 | 121393,00000166 | 271443 | 271442,99999632
27 | 196418 | 196417,99999900 | 439204 | 439204,00000228
28 | 317811 | 317811,00000066 | 710647 | 710646,99999859
29 | 514229 | 514228,99999966 | 1149851 | 1149851,00000087

Tabela 2 — Numeros de Lucas e de Fibonacci e suas aproximacoes.
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Observe que, como F3 = 2, F5 =5 e 61| F}5, pelo resultado, provado anteriormente,
cujo qual diz que F},|F, se e somente se n|m, para m > n > 3 naturais, temos que nenhum
numero de Fibonacci é uma poténcia de 10. Sendo assim, a aproximacao 3—% para o nimero
F,, nunca esta contida num intervalo do tipo [10’“ - %, 10k}, e portanto possui a mesma
quantidade de digitos antes da virgula que a quantidade de digitos do niimero F),. O
simbolo |[z] ird ser usado para denotar o maior inteiro menor ou igual a x. Entao, por
intermédio da fungao D : R — R, D(x) = |log,, x| + 1, cuja qual conta a quantidade de

digitos antes da virgula do niimero real x > 1, obtém-se

D(F,) = |nlog,ya —log,, V5] + 1, n>2. (4.20)

De modo similar, por L? — 5F? = 4(—1)", pode-se concluir que nenhum L, ¢é
multiplo de 5, logo
D(L,) = |nlog,,a + 1, n>2. (4.21)

As identidades (4.20) e (4.21) sao identidades exatas para obtencao da quantidade

7 . 7 . . . ~ n
de digitos dos nimeros de Fibonacci e Lucas embasadas nas aproximagoes <= e a” e,

NG
como log,qa =~ 0, 2089 e log;, V5 & 0,3494, podemos notar que a cada cinco posicoes tais
numeros aumentam em um digito. Ainda, tais identidades nos permite observar também
que os numeros de Lucas tém uma quantidade de digitos igual ou um digito maior que os

ntimeros de Fibonacci, pois nota-se que D(L,) — D(F,) < 1.

Fazendo-se uso de aproximagoes é possivel calcular o termo sucessor e o antecessor

dos nimeros de Fibonacci e de Lucas, sem que se tenha conhecimento do valor do indice n.

Teorema 4.7.

)Foy = |aF,], n>2 4.22
i) L1 = |aLl,], n>4 (4.23)
F,
i) Fyy = {—”W . n>2 (4.24)
a
. L,
iv)L,_1 = {——‘ , n>4. (4.25)
«

Prova: Utilizando-se (3.17) e (3.18) e verificando-se qual valor de n faz as equagoes

em médulo menores do que meio, dado que |3]F é decrescente temos

1
[Fs — | =|" < 5, ne
1
[Lntr — aln| =V5IA" < -, n >4,
F, K|
2 _F,,4 :‘5‘ < -, n>2,
o o 2
L, o1
__Ln—l :\/5‘6‘ S ) n24
Q o 2
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Um fato interessante é que ja era possivel obter as férmulas para F,, 1 e L,,1 em
fungao dos seus termos antecedentes, como feito em (25), fazendo-se uso dos resultados ja

provados anteriormente:

2Fn+1 :Ln+Fn7
2Ln+1 =L, + 5Fn7
L2 —5F% = 4(-1)".

Facilmente vemos que combinando-se essas trés identidades pode-se escrever

L,+F, F,+L, F,+\4-1)"+5F?
F,.1= = = n 4.2
1 2 2 2 (4.26)
L,+5F, L, 5(—4(=1)n 4+ L2 L, 5(L2 —4(—1)"

No resultado a seguir iremos mostrar como calcular F), de L, assim como sua

reciproca.

Teorema 4.8. Se n > 3, entdo:

i) Fn = L%W : (4.28)
it) L, = |V5F,]. (4.29)

Prova: Da identidade (3.21), tem-se

L,—+V5F,=28" &

Dado que,
2|8

1
— <2|8" < =, n > 3,

/5 2

conclui-se entao tal demonstracao.

Por fim, serao visualizados dois novos testes para F;, e L,, baseados em aproximagoes.
Observe que, por (4.18),
a 1 a 1
— =< F,<—=+4 - n>1. 4.30
vh 2 V52 (4:30)
Note que a identidade (4.18) pode ser reescrita por intermédio da fungdo maior
inteiro menor, denotada por [.], e da fungdo menor inteiro maior, denotada por |.]|. Isto é,

sao verdadeiras, e equivalentes a (4.18), as equagoes

r-l%-3l m=]%e (4.31)
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Ainda, da identidade (4.18) juntamente com a inequagao (4.30) é possivel verificar

n—1 an+1

(e}
<F, < —,
V5

—_— n>1, (4.32)
V5

dado que F, forma uma sequéncia crescente e os extremos da desigualdade acima sao

nimeros que distam menos de uma unidade respectivamente de F,,_; e F,.;. Logo,

facilmente vemos que é simples demonstrar a inequacao (4.32) fazendo-se uso do método

da indugao matematica, e de maneira analoga mostrar também por inducao a inequagao a

seguir,

[un

1
n—3 n+3

«
— <P < —=, n>2. 4.33
7 7 (4.33)

Logo, multiplicando (4.33) por v/5 e tomando o logaritmo na base o pode-se

descrever um fato relevante a despeito do indice do nimero Fj,,

n = |log, V5F,], n>2. (4.34)

Similarmente, por intermédio de um desenvolvimento analogo, pode-se obter

n = |log, L], n>2. (4.35)

Observe que combinando-se as identidades (4.18) com (4.34) e (4.19) com (4.35) a
fim de se obter testes uteis para F), e L,, ou seja, dado x > 2 natural, calcula-se o indice

n correspondente a x, por (4.18) ou (4.19), e verifica-se se x é igual a F,, ou L,, por (4.34)
ou (4.35).

Teste 4.9. Se x € N, entao:

a) x é um numero de Fibonacci se e somente se

oy Llog V5z]
rT=|—F|.
NG

b) z é um nimero de Lucas se e somente se

T = Latloga ww _

Para concluir, serd exposto sem demonstracao um teste para F),, baseado na teoria
das aproximagoes diofantinas, retirado de (16), cujo qual foi publicado por Mdbius em
1998 (25). De maneira equivalente pode-se obter a demonstragao do teste correspondente

para os numeros de Lucas podendo esta ser encontrada em (11).

Teste 4.10. Se z € N, entao:
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1

a) x é um numero de Fibonacci se e somente se o intervalo [aw — 5 ar+ %] contém

um inteiro.

b) x é um nimero de Lucas se e somente se o intervalo [\%x -1, T+ ﬂ contém um

inteiro.
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5) Algebra Linear e Matrizes:
Uma Nova Perspectiva sobre as

Sequéncias de Fibonacci e Lucas

Neste topico iremos nos debrucar sobre os nimeros de Fibonacci e de Lucas fazendo-
se uso de defini¢oes e propriedades da algebra linear. Inicialmente, serd definida uma
relagdo entre tais niumeros e determinadas matrizes no espaco Ms(R). Seja a transformagao
linear T : R?* — R? T(x,y) = (y,r + y). Facilmente, podemos ver a analogia presente
entre a relagao de recorréncia de uma sequéncia generalizada de Fibonacci e a lei dessa
transformagao. Note que, aplicando-se sucessivamente 7', a partir de (xg,y9) = (0, 1),

tem-se

T"(x0,90) = (Fn, Foya)- (5.1)

Considerando-se a base canonica de R? {(1,0), (0,1)}, e efetuando-se o calculo da

matriz de transformagao linear anterior obtemos

S
—
o

—_
~—
I

T(1,0) = (0,1)
T(es) = T(0,1) = (1,1 +0) = (1,1),

0
cujo resultado é a matriz (1 ok a qual serd denotada pela letra @ (13). Sendo assim

podemos reescrever (5.1) como uma multiplicagdo entre vetores e matrizes.

0o 1\ [0 F,
= (5.2)
11 1 Fria
Note que, como a matriz @ é invertivel, sua inversa, denotada por !, é obtida

através de

01 a b 10 c d 10 d=
<1 1> (c d) (O 1) <a+c b+d> (O 1) a+c=0 = ag=-1
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-1 1
Logo, Q! = ( | O) . Sendo assim, por (5.2) e fazendo-se uso de Q !, obtém-se
0 1\ (F ) _[0+Fu ) _ (Fun 5.3
11 Fn+1 Fn"_Fn—i-l Fn+2 ’
-1 1 Fn o _Fn+Fn+1 . FnJrl_Fn o anl (54)
1 0) \F, F,+0 F, F, | '

Na secao a seguir serao realizadas investigacoes e aprofundamentos a despeito da

matriz (), suas poténcias e sua inversa.

5.1 Matrizes associadas as sequéncias de Fibonacci e

de Lucas

A seguir serao mostrados dois teoremas, cujos quais tratam-se dos mais notérios

sendo a partir deles provados muitas relagoes sobre os nimeros de Fibonacci e de Lucas.

Teorema 5.1 (Matriz de Fibonacci). Para todo n inteiro,

Fo. F, 01\
= . (5.5)
F, F,n 11
Prova: Note que,

Q° = vy Fy _ F, F _ 10 Q= 0 1 e Q1 = -1 1 7
Fy  Fou F B 0 1 11 1 0
assim para n = 0 a relagao (5.5) é vélida. Suponha que (5.5) seja verdadeira para n, ou
n Fn—l Fn
Q"= .
Fn Fn+1
Multiplicando-se tal relacao respectivamente por @ e Q! obtém-se
QnQ:Qn+1: Fn—l Fn 0 1 _ Fn Fn—1+Fn _ Fn Fn-‘rl :
Fn Fn+1 11 Fn+1 Fn+Fn+1 Fn+1 Fn+2
QnQ_len_lz Fn—l Fn -1 1 _ _Fn—1+Fn Fn—l Fn_Fn—l Fn—l
Fn Fn+1 10 _Fn+Fn+1 Fn Fn+1_Fn Fn
o Fn—Z Fn—l
B Fn—l Fn '

Isso mostra que se a relagao (5.5) é verdadeira para n, também vale paran — 1 e

seja,

n+1.

Portanto, tal relacao é valida para todo n € Z.
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Teorema 5.2 (Matriz de Lucas). Para todo n inteiro,

= . (5.6)
L. Lpi 2 1) \1 1

Prova: Sabe-se da sequéncia de Lucas que L_; = —1, Ly = 2 e L; = 1. Verificando-

se para n = 0 a identidade (5.6) tem-se

Loy Loy (-1 2
Lo L) \ 2 1)

Portanto, tal identidade é verdadeira para n = 0. Suponha que a relagao (5.6) seja

0 1 -1 1
valida para n, ao multiplicarmos tal relacao respectivamente por <1 ) e por ( ) 0)

tem-se

n+1

~
s ™~
+ 3
o
~
3 3
+  +
) —_
~
Il
|
N =
[\
—_ O
—_ =

I
|
[N
— DN
_ O
_ =
3
|
= =
o =
~_

1
1

Lnfl Ln

VRS
~
3
b
~
3
L
N~
Il
|
N =
[\)
— O
3
|
—

Isto é, se a relagao (5.6) é valida para n, ela é védlida paran — 1 e n 4 1, sendo portanto

valida para todo n inteiro.

E valido ressaltar que as sequéncias matriciais denotadas por

Fn—l Fn Ln—l Ln
Ty = e Ty =
Fn Fn+1 Ln Ln+1

tratam-se de sequéncias generalizadas de Fibonacci dado que x,.1 = x,, + 2, 1.

5.2 Identidades via matrizes 2 x 2

As identidades (5.5) e (5.6) denotam uma relevante conexao entre F,,, L, e as
poténcias inteiras da matriz (). Tal conexao nos leva a um vasto niimero de relagoes sobre
os numeros de Fibonacci e de Lucas cujas quais podem ser obtidas por intermédio das

propriedades das matrizes, sendo algumas delas vistas adiante.
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5.2.1 Identidades de Cassini para F,, e L,

Efetuando-se o célculo dos determinantes em ambos os lados de (5.5) tem-se

F,.1 F, 01
= &
E, F,. |11
(Fn—an—H — FnFn) = (0 -1—1- 1)” <~
Fo1Fp — F2 = (—1)". (5.7)

Efetuando-se o célculo dos determinantes em ambos os lados de (5.6) tem-se

n

Loy L, | |-1 2[0 1
L, Lpu| | 2 1|1 1
(Ln_1Lny1 — LyLy) = (=1-1=2-2)(0-1—1-1)" <
Ly 1Ly — L2 = —5(=1)". (5.8)

5.2.2 Os numeros de Lucas em funcao dos nimeros de Fibonacci

Efetuando-se a substitui¢ao de (5.5) em (5.6) obtemos

Ln—l Ln o -1 2 Fn—l Fn (5 9)
Ln Ln+1 a 2 1 Fn FnJrl '
e n—1+2Fn _Fn+2Fn+1
2Fn71+Fn 2Fn+Fn+1

o 2Fn_Fn—l 2Fn+l_Fn
C\2F, 1+ F, 2F,+Fu )

Ao considerar apenas a terceira entrada na equacao anterior, obtém-se

Ly,=2F 1 +F,=F+F_.+F <
Ln - Fn+l + Fn—l' (510)

5.2.3 Os numeros de Fibonacci em funcao dos nameros de Lucas

-1 2
Ao multiplicar (5.9) em ambos os lados por ( ) 1) tem-se

“1 2\ (Lo Lo Y _ (-1 2\ (-1 2\ (F B
2 1)\ L, L./ \ 21 2 1)\ E, F.
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2L,1+ L,

2L, — L,
L,+2L, 4
2L, — L,
L, +2L, 4
2L, — L,
L, + 2L,

(—Ln_l +2L,

Ly + 2L
2L, + Lnyis
iy —
Lypy1 + 2L
iy —
Lypy1 + 2L
iy —
L, +2L

)
)
)
)

—1(=1)+2(2) —1(2)+2
2(-1)+1(2) 2(2)+1(1
1+4 —-2+4+2\ (F,., F,
—2+4+2 4+1> F, F..

Fy

5 0\ (F,_,
05/ \ B F.

5Fn—1
o5F,

5F,
5Fn+1

) |

=

<§>> (
) o

Fn—l

F,
Fn Fn+1

) e

Ao considerar apenas a terceira entrada na igualdade anterior tem-se

S5F,=L,+Ly1+ Ly &

5Fy = L1+ Ln_1. (5.11)

5.2.4 Adigao, subtragao e a diferengca de quadrados de F), e L,

Ao adicionar as identidades (5.5) e (5.6), temos

Foi+Loy F,+L, \ (0o 1\ [(1 0 AN
Fo+L, Foq+Lya) \11 0 1 2 1
Fooib Lo Fut Lo\ _ (0 1) (0 2) |
Fo+L, Fua+Lon) \1 1) \2 2
anl—i_Lnfl Fn+Ln - anl Fn 0 2 =
Fo+L, Foa+Loyn) \(F Fu)\2 2
Foi+ Loy Fo+L, \ (0+2F, 2F,,+2F,
Fn + Ln Fn+1 + Ln+1 2Fn+1 2Fn + 2F;?,—i-l .

Ao considerar apenas a terceira entrada na igualdade anterior tem-se

Fo+ L, =2F,.1. (5.12)

Ao subtrairmos as mesmas identidades, temos
<Ln_1—Fn_1 (—1 2) (0 1)"_(0 1)”
L, —F, 2 1 11 11
~1 2 1 o\]| (o 1\
()-GO
—2 2\ (0 1)
o))

L, —F,
Ln+1 - FnJrl
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Substituindo (5.5) na identidade acima temos,

Ln—l - Fn—l
L, - F,

Ln—l - Fn—l
L, — F,

L, —
Ln+1 -
L, —

Ln+1 -

Fy
)
Fy
)

(-2 2
L 20

B (—2Fn_1 +2F,

2Fn—1

Fn—l Fn
g
Fn Fn+1

_2Fn + 2Fn+1
oF, '

Ao considerar apenas a terceira entrada da identidade acima, tem-se

L, —F, =2F,_;.

Ao multiplicarmos as identidades (5.12) e (5.13), temos

(L + F)(Ly — Fy) = 2F,12F,_1 <

LEL - FTQL = 4Fn71Fn+l-

5.2.5 Mais algumas identidades

Ao multiplicar (5.5) indexada respectivamente em m e n verifica-se que

Fm—l
Fr,
(Fm—an—l + Fan

Fan,1 +Fm+1Fn

Fm—an—l +Fan
Fan,1 +Fm+1Fn

Fm Fn—l
Ferl Fn FnJrl

Fon 1 Fy+ FLF
FoF, + Fn1Fh
Fy1Fy+ FyFy
Fonkyn + Foi1Fo

Ao considerar apenas a terceira entrada da igualdade acima temos

Fern = FnFL +Fm+1Fn-

(5.13)
(5.14)
F, o1\ [o 1\
= &
11 11
m+n
0 1
= &
11
_ Fm+n—1 Fm+n
Fern Fm+n+1
(5.15)

De maneira andloga, ao multiplicarmos (5.6) indexada respectivamente em m e n

tem-se

Lm—l Lm
Lm Lm+1

meanfl + Lan
Lan,1 + Lm+1Ln

Lm—an—l + Lan
Lan,1 + Lm+1Ln

Lm—an—l + Lan
Lan,1 + Lm+1Ln

Ly
Ly,
Ly1Ly+ Ly Ly
LyLy+ L1 Lt
Ly1Ly+ Ly Ly
Ly L, + L1 Ly
LywrLy + LynLss
LypLy+ L1 Lyt

Ly

Ln+1

i A

— DN

i N

_Lm+n—1 + 2Lm+n
2Lm+n71 + Lm+n

— O

1 0 1
=4
1 11
m—+n
01
-~
11

Lm+n—1 Lm+n

=4
Lm+n+1

_Lm+n + 2Lm—l—n+1
2Lm+n + Lm+n+1 .

Lern
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Considerando-se a terceira entrada da igualdade acima, juntamente com o uso da

relacao de recorréncia e com a identidade 5F;,, = L,,_1 + L,,+1 tem-se
LynLyp 1+ Liny1Ln = 2L yn—1 + Ly
= Lmtn-1+ Lmgn-1+ Lmin
= Lytn-1+ Liypyns1 &
LyLy 1+ Lyyi1Ly =5F, 1 <
5Fpin=LnLy 1+ Ly Ly, (5.16)

5.2.6 Uma ponte direta entre F,, e L,

Ao combinarmos (5.7) e (5.14) tem-se,

L2 — F2 = 4[(—-1)" + F2]
=4(-1)"+4F? <
L2 — F? —4F? = 4(-1)" &
L2 —5F% = 4(—1)". (5.17)
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6 Aplicacoes

Neste capitulo, iremos explorar a aplicabilidade das sequéncias de Fibonacci e
de Lucas no contexto da Matematica escolar, focando, inicialmente, na utilizacao de
sequéncias numéricas de forma geral, destacando sua relevancia em diferentes etapas da
educacao basica e sugerindo formas de exploracao pedagdgica desses conceitos. Além disso,
discutiremos como as demonstracoes podem ser vivenciadas em sala de aula e de que
maneira essas ideias se relacionam com as competéncias matematicas exigidas no Ensino
Médio.

Ainda, ao término deste capitulo, apresentaremos algumas questoes de concursos e
problemas praticos que demonstram como as sequéncias podem ser integradas ao curriculo

escolar, estimulando o raciocinio légico e a habilidade de resolver problemas nos alunos.

6.1 Sequéncias Numéricas ao Longo da Escolarizacao

O estudo das sequéncias numéricas € essencial ao longo da formagao mateméatica
dos estudantes, pois desenvolve habilidades de reconhecimento de padroes, generalizacao e
modelagem matemaética. Este estudo pode ser estruturado progressivamente ao longo da

educagao basica, contemplando abordagens adaptadas a diferentes niveis de ensino:

i) Ensino Fundamental I (anos iniciais): Introducao as sequéncias numéricas
através de atividades concretas e pictoricas. Os alunos podem explorar padroes
numeéricos simples, como sequéncias formadas por repetigoes de figuras, contagem de

objetos e relagoes de adicao e subtracao.

ii) Ensino Fundamental IT (anos finais): Introducao da nogao de fungao recorrente
e regularidades numéricas. Os alunos podem trabalhar com sequéncias aritméticas e
geométricas, explorando padroes, diferencas entre termos consecutivos e propriedades
matematicas associadas. As conexoes com a Geometria também sao incentivadas,

como no estudo de mosaicos e formas naturais.

iii) Ensino Médio: Desenvolvimento de abordagens mais formais, incluindo demons-
tracoes matematicas, uso da formula de Binet para sequéncias recorrentes, aplicagoes
em matrizes e conexoes interdisciplinares. Os alunos podem utilizar tecnologia e
modelagem para aprofundar o entendimento e aplicar os conceitos em problemas do

mundo real.



100

Capitulo 6. Aplicacdes

6.1.1 Estratégias para o Ensino das Sequéncias

Para tornar o ensino das sequéncias numéricas mais atrativo e significativo, diversas

estratégias podem ser empregadas:

i) Atividades exploratérias: Os alunos podem identificar padroes em elementos da

ii)

iii)

iv)

natureza, como arranjos de sementes em girassois, formacoes de cristais e organizacao
de folhas em caules. O uso de mosaicos geométricos baseados na espiral de Fibonacci

permite a visualizacao das propriedades matematicas dessas sequéncias.

Desafios e jogos: Problemas matematicos instigantes e jogos de logica sao eficazes
para estimular o raciocinio dos alunos. Desafios podem envolver a previsao de
termos futuros da sequéncia, a identificacao de padroes ocultos e a resolucao de

quebra-cabecas matematicos.

Tecnologias educacionais: Ferramentas digitais como GeoGebra, Python e plani-
lhas eletronicas permitem a geracao automaética de sequéncias, analise de padroes e
criagao de visualizagoes graficas interativas. Isso possibilita que os alunos compreen-

dam a estrutura matematica subjacente de forma dinamica.

Conexao interdisciplinar: O estudo das sequéncias numéricas pode ser relacionado
com diversas areas do conhecimento. Na arte, podem ser analisadas proporgoes
baseadas na Sequéncia de Fibonacci em pinturas e esculturas. Na biologia, a disposicao
de sementes, conchas e estruturas corporais de animais pode ser investigada. Na
economia, as sequéncias numéricas sao utilizadas na modelagem financeira e previsao

de tendéncias de mercado.

6.1.2 Demonstracoes e Experimentos em Sala de Aula

As demonstragoes matematicas podem ser vivenciadas de forma concreta por meio

das seguintes abordagens:

i)

i)

iii)

Construgao geométrica: A espiral de Fibonacci pode ser desenhada utilizando
régua e compasso, permitindo a conexao entre Geometria e sequéncias numeéricas.
Essa atividade favorece a compreensao da expansao logaritmica e do crescimento

exponencial.

Provas algébricas: Os alunos podem explorar a indu¢ao matemaética para provar
propriedades das sequéncias, como a identidade de Cassini e a férmula de Binet. Isso

fortalece o pensamento matematico e a compreensao dos padroes numéricos.

Matrizes e determinantes: O uso de matrizes permite a compreensao estrutural

das sequéncias, mostrando como a multiplicacao matricial gera termos sucessivos.
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Esse enfoque pode ser ampliado para incluir diagonalizagao de matrizes e calculo de

autovalores.

iv) Andlise computacional de crescimento exponencial: Com linguagens de pro-
gramacao como Python e R, os alunos podem simular o crescimento das sequéncias,
comparar diferentes progressoes e modelar situagoes reais, como populacao de espécies

ou tendéncias econodmicas.

6.1.3 Relacao com as Competéncias do Ensino Médio

O estudo das sequéncias numéricas no Ensino Médio contribui para o desenvolvi-

mento das seguintes competéncias matematicas:

i) Competéncia 1: Compreensao e aplicagao de conceitos matematicos em contextos

cotidianos e académicos.

ii) Competéncia 2: Desenvolvimento do pensamento algébrico e geométrico, favore-

cendo a andalise de padroes matematicos.

iii) Competéncia 3: Capacidade de resolver problemas, elaborar argumentagoes ma-

tematicas e justificar resultados obtidos.

iv) Competéncia 4: Uso de tecnologias para modelagem, exploragdao e anélise de

sequéncias matematicas em aplicagoes diversas.

6.2 Problemas e Questoes de Concurso

Conforme visto ao longo desta monografia, as sequéncias numéricas, em especial a
sequéncia de Fibonacci e sequéncia de Lucas, oferecem um campo fértil para o desenvolvi-
mento do pensamento l6gico e da resolucao de problemas. Nesta secao, serao apresentados
problemas e questoes de concurso que exploram essas sequéncias, permitindo sua aplicagao

no ambiente escolar de forma a promover o raciocinio légico e a investigacao matematica.

Problema 6.1. Um criador de coelhos percebeu que a quantidade de pares de coelhos em
seu criadouro segue a sequéncia de Fibonacci, onde cada novo més a quantidade de pares
é a soma dos dois meses anteriores. Se ele comecou com 1 par e, ao final do 7° més, deseja
doar metade dos coelhos que tem, quantos pares ele doara?

Dica: A sequéncia de Fibonacci comeca com F} = F; = 1.

Solucao: Calculando-se os primeiros termos até o 7° més chega-se a Fy = Fg+ Fy =
8 + 5 = 13. Sendo assim, apds sete meses haverao 13 pares de coelhos. Se ele doar metade,
ele ird doar % = 6, 5. Dado o fato de que ele s6 pode doar um nimero inteiro de pares, ele

ird doar 6 pares de coelhos.
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Problema 6.2. A sequéncia de Lucas é definida por:

Li=1, Ly, =3, L,=L, 1+ L, 5,¥Yn>3.
Qual é a soma dos cinco primeiros nimeros da sequéncia de Lucas?

Solugao: Como ja foi informado o valor dos dois primeiros termos, resta calcular o

valor de: L3, Ly e Ls. Sendo assim temos,

Ly=Ly+ Ly =4,
L4 - L3 —|— Lg - 7,
L5:L4—|—L3: 11
Agora, somando-se Ly + Lo + L3 + Ly + L5 obtemos como resultado 26.

Problema 6.3. Na sequéncia de Lucas, o 6° termo é 18 e o 7° termo ¢é 29. Qual é a

diferenca entre o quadrado do 7° termo e o quadrado do 6° termo?

Solucao: Calculando-se o quadrado dos termos dados obtemos:

L; = 18% = 324,
L2 =29 = 841.

Por fim, fazendo-se a diferenca entre os termos obtemos como resposta do problema
841 — 324 = 517.

Problema 6.4. Sabemos que na sequéncia de Fibonacci, alguns ntimeros sao multiplos

de 5. Qual é o menor termo da sequéncia de Fibonacci, maior que 1, que é multiplo de 57

Solucao: Sabe-se que os primeiros termos da sequéncia de Fibonacci sao:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, ...
Observe que, na sequéncia acima os primeiros multiplos de 5 sao 5 e 55. Portanto,
o menor termo maior que 1 que é multiplo de 5 é 5.

Problema 6.5. A razao entre dois termos consecutivos da sequéncia de Lucas se aproxima

: . . Ly .
de um nimero especial chamado razao durea (¢). Calcule a razao 7. ¢ aproxime o resultado
8
para duas casas decimais.

Solugao: Calculando-se os termos Lg e Lg chega-se a:

LS =47 e Lg = 76.
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Ao calcularmos a razao obtemos

L
2 —E%1,617.

Ly 47
Arredondando-se para duas casas decimais tem-se 1, 62.

Questao 6.6. (IME - 2008) Uma série de Fibonacci é uma sequéncia de valores definida

da seguinte maneira:
- Os dois primeiros termos sao iguais a unidade, ou seja, 77 = Ty = 1.
- Cada termo, a partir do terceiro, é igual a soma dos dois termos anteriores, isto é

Ty=Th o+ T 1.
Se Tig = 2584 e Ty = 10946 entao Ty ¢ igual a:

a) 12225 b)13530 ¢)17711 d)20412 ¢)22121

Solugao: Utilizando-se a relacao de recorréncia fornecida, obtemos

Toy = To1 + T

Sabe-se que

Too =Tig + T's € Thg = To1 — Tp.

Portanto, temos
Thy = Tho + 2584
= Tgl — TQO + 2584

2759 = 10946 + 2584
13530

T20 = T = 6765
Logo, Ty = 10946 + 6765 = 17711.
Questao 6.7. (ESAF —2010) A partir da lei de formagao da sequéncia 1, 1,2, 3,5,8,13, 21, .
calcule o valor mais proximo do quociente entre o 11° e o 10° termo.
a) 1,732 b)1,667 c)1,618 d)1,414 e)l,5
Solucgao: Sabe-se que ao usar a relacao de recorréncia obtemos Fig = 55 e Fi; = 89
Ao realizarmos o quociente entre tais termos obtemos

89 1,618,

Fo 55

Portanto, o resultado é 1,618.
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Questao 6.8. (FDC — 2015) A sequéncia de nimeros 0,1,1,2,3,5,8,13... é conhecida
como sequéncia de Fibonacci. O 14° termo desta sequéncia é:

a) 233 b)273 ¢)327 d4)373 €)377

Solucgao: Sabe-se que Fy = 13, sendo assim utilizando-se a relagao de recorréncia
obtemos

Fy=134+8=21
Fio=21+13=34
Fp =34421 =55
Fiy =55+ 34 =89
Fi3 =89 + 55 = 144
Fiy = 144 + 89 = 233.

Portanto o 14° termo é 233.

Os problemas apresentados anteriormente, baseados na sequéncia de Fibonacci, po-
dem ser facilmente adaptados para a sequéncia de Lucas, uma vez que ambas compartilham

propriedades estruturais semelhantes.
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Conclusao

A partir desta monografia, pudemos reobservar a relevancia dos ntimeros de Fi-
bonacci, e ainda adentrar e explorar propriedades e relagoes importantes pertinentes a
sequeéncia de Lucas. Dentre tais estudos podemos destacar a simplicidade de algumas
identidades obtidas, em comparativo com as de Fibonacci, sendo este um importante
aspecto a ser salientado dado a prospeccao do uso de tal sequéncia no ensino basico.
Também ¢é véalido mencionar que ao longo deste trabalho de conclusao de curso, pudemos
observar alguns aspectos de correlacao mais intrinsecos entre os ntmeros de Lucas e
Fibonacci por intermédio do uso das féormulas de Binet para ambas aliadas com identidades
algébricas conhecidas, ainda, como pudemos interligar tais resultados novos obtidos com
as somas de Fibonacci e Lucas ja conhecidos anteriormente. Sendo assim, pudemos notar
a importancia da relacao presente entre os Numeros de Lucas e de Fibonacci, assim como
a percepcao dos diversos aspectos pertencentes a ambas, tanto académico quanto do nosso
cotidiano, sendo estes bastante tteis durante a aplicabilidade de tais contetidos no ensino

tanto basico quanto académico.

Durante o levantamento bibliografico foram encontradas e salientadas diversas
propriedades e definigbes pertinentes as sequéncias de Fibonacci e Lucas, a fim de se obter
uma base sélida de conhecimento na construcao de novos saberes. Além deste fato, durante
tal levantamento, ocorreram a coleta de informagcoes nao somente sobre tais sequéncias, mas
como também, sobre descobertas e fatos interessantes pertencentes ao ambito matemaético,

sendo a aquisi¢ao de tais conhecimentos de extrema valia histérica.

Também é necessario salientar que, por meio deste estudo, ocorreu o aprimoramento
da escrita matematica e o desenvolvimento do raciocinio diante de problematicas e
questionamentos ao longo da trajetéria académica. Esses fatores sao de extrema importancia

tanto na graduacao quanto na futura atuacao como educadora.

Além disso, os resultados obtidos nesta ultima etapa da monografia sao relevantes,
pois evidenciam a conexao entre os numeros de Fibonacci e de Lucas com o conteudo
de matrizes da algebra linear. Essa relacao é fundamental, pois permite a obtencao de
um grande nimero de equacoes envolvendo esses ntimeros por meio das propriedades das

matrizes.
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APENDICE A - Sequéncias:

Alguns Resultados Importantes

Definicao A.1 (Sequéncia). Uma sequéncia de nimeros reais é uma funcao z : N — R,
definida no conjunto dos niimeros naturais e tomando valores no conjunto R dos nimeros
reais. O valor x(n), para todo n € N, serd representado por z,, e chamado o termo de

ordem n, ou n-ésimo termo da sequéncia.

Definicao A.2 (Sequéncia Convergente). Quando limz, = a, diz-se que a sequéncia
(x,) converge para a, ou tende para a e escreve-se x, — a. Uma sequéncia que possui
limite chama-se convergente. Do contrario, ela se chama divergente. Explicitamente, uma
sequéncia (x,) diz-se divergente quando, para nenhum nimero real a, é verdade que se

tenha lim x,, = a.

Definicao A.3 (Sequéncia de Cauchy). Uma sequéncia (x,) de niimeros reais serd dita
sequencia de Cauchy se, dado ¢ > 0, for possivel obter ng € N tal que m > ng =

|z — x| < e

Teorema A.4 (Teste de Leibniz). Se (a,) for uma sequéncia de termos positivos, nao-
crescente (a,11 < a, Yn € N), com lima, = 0, entdo a série alternada Y (—1)""a, serd

convergente.

A demonstragao do Teste de Leibniz pode ser visualizada em (6).
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