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Resumo

A Anaélise Funcional desempenha um papel importante na compreensao e descricao das
propriedades de espacos vetoriais topologicos, especialmente os espagos de fungoes. Neste
contexto, uma série de resultados surge como marcos significativos na teoria e pratica da
Analise Funcional. No presente trabalho, nosso objetivo é estudar o Teorema de Hahn-
Banach, ou seja, entender suas demonstragoes tanto na sua forma analitica como na sua
forma geométrica, além de buscar compreender sua versao para operadores lineares conti-
nuos. Para isso, nos debrucamos sobre teoria e conceitos tanto da Algebra Linear quanto
da Analise, a fim de fundamentar as demonstracoes e resultados presentes neste trabalho.
Por fim, estabelecendo a base no Teorema de Hahn-Banach, procuramos compreender
suas aplicacoes na Analise Funcional.

Palavras-Chave: Analise Funcional, Teorema de Hahn-Banach, Aplicacoes.



Abstract

Functional Analysis plays an important role in understanding and describing the proper-
ties of topological vector spaces, especially function spaces. In this context, a series of
results emerges as significant milestones in the theory and practice of Functional Analy-
sis. In the present work, our goal is to study the Hahn-Banach Theorem, that is, to
understand its proofs both in its analytical and geometric forms, in addition to seeking to
comprehend its version for continuous linear operators. To achieve this, we delve into the
theory and concepts of both Linear Algebra and Analysis, aiming to provide the founda-
tion for the demonstrations and results presented in this work. Finally, having established
the groundwork of the Hahn-Banach Theorem, we seek to understand its applications in
Functional Analysis.

Key-Words: Functional Analysis, Hahn-Banach Theorem, applications.
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Introducao

A Analise Funcional é um ramo da matematica que lida com espacos vetoriais
topologicos, mais precisamente com os espagos de fungoes e espacos de Banach, explorando
suas caracteristicas e propriedades. Dentro desse contexto, surgem resultados que buscam
relacionar esses conceitos.

O Teorema de Hahn-Banach destaca-se como um dos principais resultados na
Analise Funcional, estabelecendo conexoes entre espacos vetoriais normados e funcionais
lineares definidos nesses espagos. Especificamente, o teorema afirma que se ¢ é um funci-
onal linear continuo definido em um subespagco préprio G de um espaco vetorial normado
E| entao existe um funcional linear continuo ¢ : £ — K que estende ¢, e ||@|| = ||¢]|-

A partir desse resultado, torna-se possivel garantir uma série de corolérios e apli-
cagoes, tanto dentro do escopo da Analise Funcional quanto em outras éreas do conhe-
cimento matemaético. No presente trabalho, nosso objetivo é apresentar o Teorema de
Hahn-Banach e os resultados que dele decorrem.

Apresentaremos, inicialmente, no capitulo 1, as principais defini¢des, notagoes e re-
sultados preliminares em Anélise Funcional que serao necessarios para o desenvolvimento
desta monografia. Sugerimos a consulta a [2] e [3] para um estudo mais detalhado. Em
seguida, no capitulo 2, descutiremos as extensoes de Hahn-Banach, dando énfase tanto ao
seu caso real quanto complexo. Discutiremos quais condigoes se fazem necessarias para
garantir uma tUnica extensao e abordaremos a possibilidade de uma versao vetorial do
teorema destinada a operadores lineares continuos.

Por fim, no capitulo 3, dissertaremos sobre os principais corolarios advindos do
Teorema de Hahn-Banach, suas aplicacoes acerca da teoria de espagos separaveis e suas
formas geométricas, explorando conceitos que mesclam a teoria relacionada aos espagos

separaveis e sua convexidade.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, forneceremos uma visao abrangente das principais defini¢oes e re-
sultados preliminares que constituem a base para o desenvolvimento do capitulo principal
deste trabalho, centrado no Teorema de Hahn-Banach. Exploraremos conceitos funda-
mentais da Anélise Funcional, e da Algebra Linear, estabelecendo as ferramentas tedricas

necessérias para compreendermos a complexidade do teorema em questao.

1.1 Espacos Vetoriais

Definicao 1.1. Um conjunto nao vazio V' é um Espago Vetorial, definido sobre um corpo

K (que pode ser os reais ou os complexos), se satisfaz as condigoes:

A0) Existe uma operacao de adigao, entre dois elementos u,v € V', cujo resultado é um

elemento u 4+ v € V. (Fechamento da Adi¢ao);
Al) u+v=v+u;
A2) (u+v)+w=u+ (v+w);
A3) 3 e € V; denominado elemento neutro, tal que u + e = e + u = u;

A4) Para cada u € V,3(—u) € V; denominado elemento oposto de u, tal que u+ (—u) =

€.

Para todos os elementos u,v € V' e os escalares «, f € K a multiplicacao satisfaz:

M1) (aB)u = a(fu);
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M?2) (o + p)u = au+ Pu;
M3) a(u+v) = au+ av;
M4) 1lu = u.

O espaco vetorial é chamado de Espago Vetorial Real se for definido sobre o corpo
dos reais R, ou seja, quando os escalares sao nimeros reais, e Espaco Vetorial Complexo
se for definido sobre o corpo dos complexos C, ou seja, quando os escalares forem nimeros

complexos.
Exemplo 1.2. O conjunto R" = {v = (1, z9,...,x,) | x; € R} paran = 1,2,..., com a
operacao de adicao definida por:
utv=(z1,..;2n) + (Y1, Yn) = (@1 + Y1, o, Tn + Yn)
e a multiplicagao por um escalar o € R definida por:

au = (axy, ..., ax,)

¢ um espaco vetorial real.

Definigao 1.3. Seja V um Espago Vetorial sobre o corpo K. Um Subespago Vetorial S
de V' é um subconjunto de V', que por si s6 também é um espago vetorial, definido sobre

0 mesmo corpo que V e com as mesmas operacgoes definidas em V.

Exemplo 1.4. U = {u € R? | u = a(1,1),Va € R} é subespaco de R?. Ou seja, qualquer

reta passando pela origem é um subespaco de R2.

1.2 Espacgos de Banach

Definigao 1.5. Um espago métrico é um par ordenado (M, d) formado por um conjunto
M nao vazio e uma funcao d : M x M — R, chamada métrica, que satisfaz as seguintes

condicoes para quaisquer x,y,z € M:
a) d(z,y) > 0;

b) d(z,y) =0z =1y;
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c) d(z,y) = d(y, v);
d) d(z,z) <d(z,y) + d(y, 2).

Se FE e F s@o subconjuntos de M, a distancia entre E ¢ F' ¢ definida por dist(E, F) =
inf{d(z,y) :x € E,y € F}.

Definigao 1.6. Seja (z,)52, uma sequéncia no espago métrico (M, d).

a) A sequéncia (x,)7, converge para x € M se lim d(z,,z) = 0. Neste caso, escre-
n—oo
vemos x, — x e dizemos que a sequéncia (z,)>°, é convergente. Caso contrario é

dita divergente.

b) A sequéncia (z,)>2, ¢ uma sequéncia de Cauchy se lim d(x,,x,) = 0.
m,n—00

c¢) O espago métrico (M, d) é um espago métrico completo se toda sequéncia de Cauchy

em M convergir para um elemento de M.

Definicao 1.7. Seja £ um espaco vetorial sobre K. Uma funcédo || - || : £ — R ¢é uma

norma se satisfaz as seguintes propriedades:

N1) |lz|| > 0 para todo x € E, e ||z| = 0 se, e somente se, x = 0;
N2) |ax| = |a|||x| para todo z € E e para todo a € K;

N3) |lz +yll < [zl + [ly]| para todo 2,y € E.

Um espago vetorial munido de uma norma é chamado de espaco vetorial normado
ou espago normado. Um espago normado é um espago métrico com a métrica dada por
d(xz,y) = ||lx — y||. Neste caso, dizemos que a métrica d é induzida pela norma | - ||.
Um espacgo vetorial normado F é chamado de espago de Banach quando é um espaco

métrico completo com a métrica induzida pela norma.

Proposicao 1.8. Sejam E um espaco de Banach e F' um subespacgo vetorial de E. Entao
F € um subespaco de Banach, com a norma induzida de E, se e somente se, F' € fechado

em E.
A demonstragao desse resultado pode ser encontrada em [2].

Definigao 1.9. Sejam (M, d) um espago métrico e A C M, segue que:
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a) Dados a € M e € > 0, o conjunto B(a,e) = {x € M : d(x,a) < €} é chamado de

bola aberta com centro a e raio ¢;

b) Um subconjunto A C M é aberto se, para cada © € A, existe ¢ > 0 tal que
B(z,e) C A;

¢) Um subconjunto F' C M é fechado se o seu complementar F' := M — F' é aberto;
d) O interior de A é o conjunto int(A) = {B C M : B é aberto e B C A};

e) O fecho de A ¢ o conjunto A = {F C M : F é fechado e A C F'};

f) Diz-se que A é denso em M se A = M;

g) Seja M um espago vetorial real. Um conjunto nao vazio C' C M é dito ser um con-
junto convexo se, para todos z,y € C e todo t € [0, 1], valer tx+(1—t)y € C, ou seja,
se 0 segmento de reta conectando quaisquer x,y € C' estiver inteiramente contido

em C'. O conjunto vazio de M é também, honorificamente, declarado convexo.

Dentre os espacos de Banach, existem aqueles cuja a dimensao é nao finita, tais

COImo:

Definicao 1.10. O conjunto de todas as sequéncias de escalares que convergem para zero,

ou seja fixando K = R ou C, denotado por

co = {(ag)72y : ar € K para todo k € N e a — 0}.

[e.e]

Trata-se de um espago de Banach de dimensao infinita. Visto que, seja (x,)2%,

uma sequéncia de Cauchy em ¢y, dado € > 0, existe ng € N tal que ||z, — 2 || < € para
todo m,n > ng. Considere x,, = (a¥)°, para cada n € N. Note que, para cada j € N, a

desigualdade

0 — afy| < sup{lak — ab,| : k € N} = a0 — ]l < .

Segue que, a sequéncia de escalares (a?)%° ; é de Cauchy em K, logo convergente. Assim,
para cada j € N existe a; tal que @/, — a;, quando n — oo. Deste modo, suponha por

absurdo que (a;) ndo converge para 0, logo existe [ > 0 tal que para todo j € N temos
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que

la; — 0| > 1, Vj € N.

Assim, note que
laj| > 1= |a; — al, +af)| > 1= |a], — aj| + |aj,| > 1,

fazendo n — oo temos que 0 > [, absurdo. Portanto, a; — 0, entdo x = (a;) € ¢o. Nos

resta mostrar que z,, — x, assim note que
lim ||z, — 7o = limsup{|a! — a;|} = limsup{|0]} = 0,
n n n
logo lim,, ||z, — z||s = 0, entdo x,, — = € ¢y, logo ¢ ¢ de Banach.
Por outro lado, podemos definir o seguinte espago:

Definicao 1.11. O subespaco de ¢y formado pelas sequéncias eventualmente nulas, isto
¢,

coo = {(ar)pe, € co: existe ko € N tal que ar = 0 para todo k > ko}.

Tal espaco trata-se de um espaco normado de dimensao infinita, porém sem ser de

Banach, considerando os vetores de cyg:

1 1 1
1'1:(1,0,0,0,...,), Ty = <1,§,0,0,...>,..., Tn = (1,5,...,5,0,0,...),...

Note que (2,) ¢ uma sequéncia em cop. Tome x = (3)72; € ¢o, note que

1 1 1 1 1
w—zlle=I{1,=,...,=,0,0,... )=(1,=,...,=,... =1/(0,0...,—

Assim, temos que

1 1
lim ||z, — #||oc = lim |[{0,0...,———, ... = lim = 0.
n—00 n—00 n-+1 o n—oom 4+ 1

Concluimos assim, que z, — = € ¢y. Como z ¢ ¢y, entao resulta que cpy ndo é um

subespago fechado de ¢y, entao cog nao é de Banach.
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1.3 Espacos Separaveis

Defini¢ao 1.12. Um espago métrico (M, d) é dito separavel se contém um subconjunto

denso e enumerével (ou seja, se existe X C M enumerével tal que X = M).

Exemplo 1.13. Para n € N, R" é separavel, pois Q" é um subconjunto enumerével e

denso em R™.

1.4 Espacos de Sequéncias

Aqui apresentaremos alguns espacos que serao relevantes posteriormente.

Definicao 1.14. Para cada p > 1, definimos

l, = {(aj);il :aj € K para todo j € Ne Z|aj]p < oo}.

J=1

Neste caso, as operagoes usuais de fungoes se transformam nas operagoes usuais de sequén-

cias e a norma é dada por
)l = (Z W)

que garante os espaco como sendo de Banach.

Definicao 1.15. Para p = oo, definimos /., como o espaco das sequéncias limitadas de

escalares, ou seja
loo = {(a;)52, : a; € K para todo j € N e sup|a;| < oo} .
O conjunto /, é um espaco de Banach quando munido da norma,
1(a;)721 /o0 = sup {la;| : j € N}

A demonstracao da completude dos espagos ¢, e £y, pode ser encontradas em [2]
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1.5 Funcionais Lineares

Definicao 1.16. Um operador linear continuo do espaco normado F no espaco normado

F', ambos sobre o mesmo corpo K, é uma funcao 7' : E — F' que ¢ linear, isto &,

T(z+y)=T(x)+1T(y),

para quaisquer x,y € E e

T(ax) = aT(x),

para todo a € K e qualquer x em E; e é continua, isto é, para todo xg € E e ¢ > 0, existe
0 > 0 tal que |T(z) — T(zo)|| < € sempre que = € E e ||x — xo|| < 9.

O conjunto de todos os operadores lineares continuos de E em F' sera denotado
por L(E, F). E possivel mostrar que £(E, F) é um espaco vetorial sobre o corpo K com as
operacoes usuais de fungoes, no entanto, esses detalhes nao serao abordados aqui. Quando
F & o corpo dos escalares, escrevemos E’ no lugar de £(F,K). Chamamos esse espago
de dual topologico de E, ou simplesmente dual de E, e seus elementos sao denominados

funcionais lineares continuos.
Proposigao 1.17. Sejam E e I espagos normados.

(a) A expressao

1T} = sup{[T'(2)[| : = € E e [|z]| <1},
define uma norma no espa¢o L(E, F);
() || T(x)|| < ||T|| - ||z|| para todos T € L(E,F) e x € E;
(c) Se F for Banach, entio L(E, F) também €é Banach.

Demonstracao. (a) Mostremos que a expressao ||T|| = sup{||T(x)|| : z € E e ||z|| < 1}

¢ uma norma.

N1) Seja T € L(E,F). Dai, ||| = sup{|T(@)]| : 2 € E e Jlz] <1} > 0
T =0 < sup{||T(x)|]| : z € Ee|z| <1} =0« ||T(x)|| =0, Vz € E com
|z| <1e T(z)=0,Yre E< T =0.
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N2) Sejam T' € L(E, F) e a € K. Segue que,

[aT[| = sup{[|aT(z)[| : 2 € E e |[zf| < 1}
= sup{la| - [T(2)[| : z € Ee [lz] <1}
= [l - sup{|[T(2)[| : = € E'e [l]| <1}

= laf - [T

N3) Sejam T',U € L(E, F). Dai,

1T+ Ul = sup{[[T(x) + U(z) : x € E e |zf| < 1}
<sup{[|T(@)[[ + [|U(2)[| : = € E e [lz]| <1}
<sup{[|T(z) -z € Ee |zf| <1} +sup{[[U(z)] -z € E e |z]| < 1}

=17+ 1U1].

Portanto ||T|| = sup{||T(z)|| : € E e ||z|| < 1} é uma norma para L(E, F).

(b) Paraz € E e x # 0, temos

e HT (W) H < sup{ [Tl sy € E e |yl < 1}.

E isto implica que,
[T (@) <sup{|TW)| -y € Eellyl] <1} -]

= [[T()| < T - [l<]l, V& € E, « # 0.

A desigualdade é facilmente verificada para x = 0, logo é valida para todo =z € F.

(c) Seja (1,)%, uma sequéncia de Cauchy em L£(E, F). Dado € > 0 existe ng € N tal

que ||T, — T,n|| < €, para todo n, m > ny. Logo,

[T () = Ton(@)|| = [(To = T)(@)[| < ([T = Ton| - [|]] < efle]],

para todo x € E e n,m > ng. Segue que para cada = € E, a sequéncia (7,(z))

[eS)
n=1
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¢ de Cauchy em F', logo convergente pois F' é de Banach. Podemos entao definir

T:E—F T(zx)= lim T,(z).

n—oo
A linearidade de T segue das propriedades dos limites.

De fato, veja que para x,y € F e a € K,

T(x+ay) = nhg)lo To(x + ay) = lim [T,(x) + oT,(y)]

n—o0

= lim T, (z) + o - lim T, (y)

n—0o0 n—oo

=T(x)+ o -T(y).
Agora, fazendo m — oo, temos

(T = T)(@)[| = [ Tn(2) = T(@)[| < efl]], (1.1)
para todos x € E e n > ng. Em particular,

[(Tny = T) ()| = [ Tng () = T(2)]| < el]],

para todo x € E, o que nos garante que (T,,, —T') € L(E, F). Portanto, T' = (T —T,,) +
Tn, € L(E,F). De (l.1)) segue também que ||T,, — T'|| < € para todo n > ng, ¢ assim
resulta que 7,, — T em L(F, F). Portanto, L(E, F') é Banach. O

No caso de funcionais lineares, a norma dos operadores se transforma em

lell = sup{le(z)] -z € E e |z]| < 1},

para todo espaco normado E e todo funcional ¢ € E'.
No contexto de operadores lineares entre espagos normados a estrutura algébrica
simplifica o comportamento topoldgico, garantindo uma série de equivaléncias que mos-

traremos a seguir:

Teorema 1.18. Sejam E e F espacos normados sobre K e T : E — F linear. As

sequintes condigoes sao equivalentes:
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(a) T € lipschitziano;

(b) T ¢é uniformemente continuo;

(c) T é continuo,

(d) T é continuo em algum ponto de E;

(e) T € continuo na origem;

(f) sap {{IT (@) - w € E e [la] <1} < o0,

(9) Eziste uma constante C > 0 tal que |T(x)|| < C||z|| para todo x € E.

Sugerimos a consulta as referéncias [2] e [3] para uma analise detalhada da de-

monstracao desse resultado.

Definicao 1.19. Sejam E e F' conjuntos e T': E — F uma fungao. O gréafico de T é o

conjunto

GT)={(z,y):ze€eEFey=T(z)} ={(2,T(z)) :x € E} C E X F.

Teorema 1.20. (Teorema do Grifico fechado) Sejam E e F espagos de Banach e T :
E — F um operador linear. Entio T € continuo se, e somente se, G(T') € fechado em

E x F.

Exemplo 1.21. Sejam E um espago de Banach e T' : E — E’ um operador linear

simétrico, isto é, T' € linear e

para todos x,y € E. Mostremos que 7' é continuo. Pelo Teorema basta verificar
que G(T) é fechado. Para isto, seja (z,)%°; uma convergindo para x € E e suponha que

T(x,) — ¢ em E'. Fixado y € E, tomando n — oo,

P(y) < T(wn)(y) =T (y)(zn) = T(y)(z) = T(2)(y),

o que nos permite concluir que T'(z)(y) = ¢(y). Como y € E foi escolhido arbitrariamente,

segue que ¢ = T'(z), e portanto G(T') é fechado.
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Definicao 1.22. Dizemos que dois espagos normados F e F' sao topologicamente isomor-
fos, ou simplesmente isomorfos, se existir um operador linear continuo bijetor T': £ — F
cujo operador inverso 77! : F — E (que é sempre linear) ¢ também continuo. Tal

operador é chamado de isomorfismo topolégico ou simplesmente isomorfismo.

Exemplo 1.23. O operador linear T : R*> — R? dada por T'(z,y) = (z — 2y,y) ¢ um
isomorfismo (automorfismo de R?). Visto que, T é continuo e bijetor. Para garantir T'
injetor basta determinar o nticleo de T, note que um elemento de R? pertence ao niicleo

se:

r—2y=0 x =0
T(x,y) = (x—2y,y) =(0,0) = =

y=0=2x=0 y=20
Assim, N(T') = {(0,0)} e, portanto, T' é injetor. Pelo Teorema do Nucleo e da Imagem,

temos:

dim(R?) = dim(N(T)) + dim(Im(7)) = dim(R?) = dim(Im(7T")).

Logo, como a dimensao da imagem de 7" é igual a dimensao do espaco do dominio, entao
T é sobrejetor. Entao T é bijetor, e portanto admite inversa restando mostrarmos que
o operador inverso é continuo. Note que, queremos verificar se existe uma constante
M > 0 tal que, para todo vetor (z,y) em R?  a desigualdade |T7(z,y)| < M||(z,v)||
seja satisfeita.

Calculando a norma do operador inverso:

1T (z,y)|| = Va2 + dzy + 5y2.

Queremos encontrar uma constante M > 0 tal que:

Va2 +dxy + 5y2 < My/22? + 12
Elevando ambos os lados ao quadrado para simplificar:
2% + day + 5y? < M?(2® + ).

Para que isso seja verdade para todo z,y € R, podemos escolher M de forma que M? > 5.

Portanto, M pode ser escolhido como M > V5.
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Assim, o operador inverso T7(z,y) = (x + 2y,y) ¢ continuo, pois existe uma

constante M > /5 que satisfaz a desigualdade. Concluindo que T é um isomorfismo.

Definicao 1.24. Uma funcao f : £ — F — nao necessariamente linear — tal que
|f(x)]| = ||z|| para todo = € E é chamada de isometria. Um operador linear T': E —
F que é uma isometria é chamado de isometria linear. E facil ver que toda isometria
linear é injetora e continua. Um isomorfismo que é também uma isometria é chamado de
isomorfismo isométrico, e nesse caso dizemos que o0s espacos sao isomorfos isometricamente

e equivale dizer que T': ' — F' preserva as normas:
IT@) e = ||z, VYreE.

Exemplo 1.25. Os espagos {1 e (cp)" sao isomorfos isometricamente por meio da relagao

de dualidade

b= (b;)2, €ty — ¢y € (o) logo wo((a;)72,) = Zajbj para toda (a;)52, € co.
j=1

A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [2].

Definicao 1.26. Seja F um espago de Banach. Um operador linear continuo P : £ — FE

¢ uma projecao se P? := PoP = P. E claro que se P # 0 é uma proje¢ao, entao || P|| > 1.

Exemplo 1.27. O operador identidade Id : R — R dado por Id(x) = z é uma projegao
visto que, Id*(z) = (Ido Id)(x) = Id(Id(z)) = Id(x) = .

1.6 Espacgos de Hilbert

Definigao 1.28. Seja X um espago vetorial sobre R (ou C). Um produto interno em X

¢ uma funcao (,) : X x X — R (ou C) que satisfaz, para todos z,y,z € X e « escalar:
PIL: (49,2 = (2,2) + {3, 2).

PI2: (az,y) = alzx,y).

PI3: (x,y) = (y, x).

PI4: (x,z) > 0, ocorrendo a igualdade se, e somente se, x = 0.
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Ao par (X, (,)) damos o nome de espag¢o com produto interno.

Exemplo 1.29. R" é um espago com produto interno (chamado de produto interno usual)

dado por (z,y) = a1by + ... + ayb,, onde x = (ay,...,a,) e y = (b1,...,by).

Definicao 1.30. Dois vetores, v e u em V, sao ortogonais se o seu produto interno

(v,u) = 0. Denotamos por v L w.

Definigao 1.31 (Espago de Hilbert). Seja X um espago vetorial com um produto interno.

Se X é completo com relagao a métrica induzida pelo produto interno, X é dito um espago

de Hilbert.

Observacao 1.32. Um produto interno, em um espago vetorial, gera uma norma por

meio da seguinte relagao:

2]l =/ (z, 2).

Exemplo 1.33. O espaco /5 das sequéncias de quadrado somével é um espago de Hilbert.

De fato, ¢5 é constituido por todas as sequéncias © = (x1, s, ... Z;, ... ) de nimeros
(o @]

reais tais que E x7 < +o00. Para concluirmos que ¢, é de Hilbert, ¢ necessario mostrar
i=1
que o espaco é completo em relagao a métrica dada pela norma induzida pelo produto

interno, d(z,y) = v/>_(x; — y;)?. Seja entdo (x,) uma sequéncia de Cauchy em /5. Para
cada n € N, ponhamos z, = (T,1,%n2,...,Tni,...). Fixado qualquer i € N, temos
|Tmi — Tni| < T — X0, 10g0 (Tni)nen € uma sequéncia de Cauchy de ntumeros reais. Segue-
se que, para cada ¢ € N existe o namero real a; = lim,,_, z,;. Seja a = (a1, az,...,a;...).

Assim, dado € > 0, existe ng € N tal que m,n > ny = |z,, — z,,| < €. Logo, para todo
k

k€ Nem,n > ng temos Z(x,m — ,;)? < €% Mantendo fixos k e n e fazendo m — oo
i=1
na desigualdade acima, concluimos que, para todo k € N vale

k
Z(ai — Ti)? < €,V n > ng.

i=1
Fazendo agora, k — oo, resulta >~ (a; — 2,;)* < €* para todo n > ng. Em particular,
n >ng = (a—x,) € {5, Segue que a = (a — x,) + =, pertence a {5, pois x, pertence

ao espaco vetorial £y. Logo temos que n > nyg = |z, — a| < ¢, ou seja a = lim x,, em /5.

Portanto ¢ é um espaco de Hilbert.
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Observacao 1.34. Para p # 2 segue que ¢, nao ¢ um espacgo de Hilbert. para garantir
isso, basta supor que ¢, seja um espaco de Hilbert. Entao, deve satisfazer para todos os
u, v:

2[[ullz, + 2llvllz, = llu +vllz, + u = vll3,.
Tome u = e; = (1,0,...,0,...) e v = e; = (0,1,0,...,0,...). Portanto, pela tltima
igualdade, temos:

4=2r+25.

Agora, resolvendo a tltima igualdade segue que p = 2.

Definig¢ao 1.35 (Soma direta). Um espago vetorial X é a soma direta de dois subsespagos

Y, Z de X, escrevemos

X=Ya&Z
se cada x € X possui uma Unica representacao x =y +z talquey € Y, 2z € Z.

Teorema 1.36. Seja Y qualquer subespaco fechado de um espago de Hilbert H. Entao
H=YaY,

sendoY = {x € H: (z,u) =0, Yu € Y}.
A demonstragao desse resultado pode ser consultada em [5].

Teorema 1.37 (Teorema de Riesz-Fréchet). Sejam H um espago de Hilbert e p : H — K

um funcional linear continuo. Entdo existe um unico yo € H tal que
o(x) = (z,y0) para todo x € H.

Além disso, ||¢| = ||yl

A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [2].
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1.7 Lema de Zorn

O Lema de Zorn é um resultado fundamental na teoria dos conjuntos e na teoria
dos conjuntos ordenados. Ele foi formulado pelo matematico polonés Max Zorn em 1935
e desempenha um papel crucial em muitas areas da matematica, como a teoria dos gru-
pos, algebra linear, topologia, analise funcional e teoria dos conjuntos. O Lema de Zorn
¢ particularmente 1util para provar a existéncia de objetos mateméticos que podem ser
dificeis de construir diretamente. Nesse caso, utilizaremos o lema como um instrumento

de indugao para auxiliar na garantia do Teorema de Hahn-Banach posteriormente.

a) Uma ordem parcial no conjunto P é uma relacao < em P que satisfaz as seguintes

propriedades:

I) z < x para todo x € P (reflexiva);
II) Sex,ye P, x <yey<ux, entdo x = y (antissimétrica);
III) Se z,y,z € P,z <yey<z entdo x < z (transitiva).

Neste caso, diz-se que (P, <) é um conjunto parcialmente ordenado.

No que segue, (P, <) é um conjunto parcialmente ordenado fixado.

b) Uma cota superior de um subconjunto @) de P, se existir, ¢ um elemento g € P

tal que p < ¢ para todo p € Q.

¢) Uma cota inferior de um subconjunto @) de P, se existir, ¢ um elemento ¢ € P tal

que p > q para todo p € Q).

d) Um elemento maximal de P, se existir, ¢ um elemento m € P tal quese p € P e

q < p para todo ¢ € P, entdao m = p.

e) Um subconjunto @) de P é dito totalmente ordenado se, para todos p,q € @, é

verdade que p < g ou q < p.

Exemplo 1.38. Seja uma relagao D sobre o conjunto N dos niimeros naturais tal que

(a,b) € D se, e somente se, alb (a divide b), isto &, se existe ¢ € N tal que b = ac.

Exemplo 1.39. A relagdo “maior ou igual” (>) no conjunto dos reais R é uma relagao

de ordem tanto parcial quanto total no conjunto dos reais.
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Lema 1.40 (Lema de Zorn). Todo conjunto parcialmente ordenado, nao vazio, no qual

todo subconjunto totalmente ordenado tem cota superior, possui um elemento maximal.

Nao demonstraremos o Lema de Zorn, pois essa demonstracao é de carater muito

técnico. Pode encontra-la na referéncia 4.
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Capitulo 2

Versoes do Teorema de Hahn-Banach

Neste capitulo, enunciaremos e demonstraremos o Teorema de Hahn-Banach. Ini-
cialmente, exploraremos o caso real, seguido pelo caso complexo. Posteriormente, ana-
lisaremos, as condicoes sob as quais o teorema assegura a unicidade das extensoes dos
funcionais lineares em espacos de Hilbert e examinaremos suas versoes vetoriais. Utiliza-

remos como base a referéncia [2].

2.1 Caso real do Teorema de Hahn-Banach

Teorema 2.1. (Teorema de Hahn-Banach forma analitica - caso real) Sejam E um espago

vetorial sobre o corpo dos reais e p: E — R uma funcao que satisfaz

plax) = ap(x) para todo a >0 e todo x € E, e

p(z+vy) < p(z)+ p(y) para quaisquer x,y € E.

Sejam também G um subespago vetorial de ' e ¢ : G — R um funcional linear tal que
o(x) < p(x) para todo x € G. Entdo existe um funcional linear ¢ : E — R que estende

@, isto € (x) = p(x) para todo x € G, e que satisfaz (x) < p(x) para todo x € E.

Demonstracao. Considere a seguinte familia P de funcionais lineares definidos em sube-

pacos de E que contém G-

¢:D(p) C E — R: D(¢) é subespago vetorial de E,
P = ¢ € linear, G C D(¢), ¢(x) = p(x) para todo z € G
e ¢(z) < p(x) para todo x em D(¢)
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Em P, definimos a relagao de ordem parcial

O1 < g <= D(¢1) C D(¢2) e ¢y estende ¢y,

isto é ¢o(z) = ¢1(x) para todo = € D(¢y).

Note que P é nao-vazio pois ¢ € P. Vejamos que todo subconjunto totalmente ordenado
de P admite uma cota superior. Com efeito, dado @ C P totalmente ordenado, defina

¢ : D(¢) — R por

D(¢)= D) e ¢(x)=0(x), sex € D(O).
0eQ

Note que a boa definicdo de ¢ decorre da ordenacéo total de Q. E imediato que ¢ € P e
que ¢ é cota superior para Q. Entdo pelo Lema [1.40 podemos concluir que P admite um
elemento maximal, que seréd denotado por .

Observe que para obter o resultado basta mostrar que D(¢) = E. Para isso
suponha que D(¢) # E. Nesse caso podemos escolher o € E — D(p) e definir gz~5 :
D(¢) — R por

D(¢) = D(9) + [xo] e ¢(x + two) = () + ta,
onde queremos, por enquanto que, « satisfaga as seguintes desigualdades:

o(x) + a = ¢(x + xp) < p(x + x¢) para todo x € D(@) e

o(x) —a = ¢(xr —xp) < p(x — x9) para todo = € D(p).
Para tanto, basta escolher a de modo que

1£g%ﬁ¢t®-—p@%—ﬂﬁ}S(léagg%ﬁp@*+wd——¢@ﬂ}

Tal escolha é possivel pois para z,y € D(p) temos

o(r) +o(y) = p(r +y) = p(x +y) = pr + 20 +y — 70) < p(T + 20) + P(Y — 70),

e consequentemente

o(y) — ply — 20) < p(w + 20) — (),
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para quaisquer x,y € D(p). Esta estabelecido entdo que é possivel escolher a atendendo

aquelas duas exigéncias iniciais. Feito isso, podemos concluir que:

e Parat > 0,

$(x+txo) = ¢~S(t <§~I—xo>) :t$<§+a:o> <tp (%—Fl‘o) = p(z + txg).

e Parat <0,

(attzo) = ¢ (—t (_it — :m) ) =—t¢ (_it - xo) —tp (7“’ = xo) = pla-+z).

e Parat =0,

bz + tzg) = d(z) = B(z) < p(x) = p(x + txy).

Segue entao que 5 eP,p< 5 e p# 5 Como isso vai de encontro a maximidade de @,

temos D(¢) = E e assim conclui a demonstragao. O

2.2 Caso complexo do Teorema de Hahn-Banach

Teorema 2.2. (Teorema de Hahn-Banach) Sejam E um espago vetorial sobre o corpo

K=R ouC ep: E— R uma fun¢ao que satisfaz

plaz) = |a| - p(z) para todo a € K e todo x € E, e (2.1)

p(z+vy) < p(z)+ p(y) para quaisquer x,y € E. (2.2)

Se G C E € um subespago vetorial e ¢ : G — K é um funcional linear tal que |p(z)| <
p(x) para todo x € G, entao existe um funcional linear ¢ : E — K que estende ¢ a E e

que satisfaz |p(x)| < p(x) para todo x € E.

Demonstracao. Primeiramente, perceba que de e segue que p(z) > 0 para todo
x € E. Com efeito, de temos que p(0) = p(0+ 0) < 2p(0), logo p(0) > 0. De ([2.1),
temos que p(z) = p(—z), visto que p(—z) = [ = 1|p(z) = 1 - p(z) = p(x). Desse modo,
para todo = € F,

2p(r) = p(x) + p(x) = p(x) + p(—2) > p(x + (=) = p(0) > 0.
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Considerando, primeiramente o caso onde K = R, temos partindo da hipdtese que
¢(z) < p(x) para todo = € G. Pelo Teorema [2.1] garantimos a existéncia de um funcional
linear ¢ : £ — R que estende ¢ a E e que ¢(x) < p(z) para todo © € E. Desta
desigualdade e de temos que

~(a) = B(—) < p(~2) = p(a),
para todo = € FE. Logo, por ambas desigualdades, segue que |p(x)| < p(x) para todo
e k.

Agora, facamos para o caso complexos, ou seja, quando K = C. Definamos ¢1, @5 :
E — R por ¢1(z) = Re(p(x)) e po(z) = Im(p(x)), é claro que ¢1 e pq sdo lineares,
tomam valores reais e ¢ = p; + 1. Consideremos de Fr e Gr 0s espagos vetoriais reais
subjacentes a E e G. Entao ¢ e @9 sao funcionais lineares sobre Gg. Para x € Gy,

obtemos
e1(z) < lpi(2)] < o(@)] < p(a).
Pelo Teorema existe entao um funcional linear ©; : Erg — R que estende ¢, a Eg e

que satisfaz p;(x) < p(x) para todo « € Er. Para o caso de ¢, temos que para = € G,

i(p1(x) +ipa(a)) = ip(x) = p(iv) = p1(iz) + ips(iz).
Portanto, vo(z) = —¢1(iz) para todo x € G. Definindo entao
p:E—C, o(x) = pi(r) —igi(iz),

segue que p(x) = ¢(x) para todo x € G. Verifiquemos que ¢ definido anteriormente ¢ um

funcional linear. Note que ¢(z + y) = p(x) + ¢(y) para todos z,y € E, pois

P +y) =wi(r+y) —ivi(i(r +y))
= o1(2) + @1(y) —ivr(iz) —iv1(iy)

= p1(x) —ipi(ir) + 1(y) — ip1(iy)

= ¢(x) +o(y).
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Agora, vejamos que, dados (a +ib) € Ce x € E,

o((a+ bi)z) = 1(ax + ibx) —ipi((i(a + bi)x))
— i (x) + WG i) — i(aniz) — WBa ()
= (a + bi)(p1(z) — ip1(iz)) = (a + bi)p ().

Portanto, ¢ ¢ linear. Resta mostrarmos que |p(x)| < p(z) para todo x € E. Se p(z) = 0,
como p(x) > 0 a desigualdade é 6bvia. Agora, tomando = € E tal que ¢(z) # 0. Entao

existe 0 tal que §(z) = |@(z)]e?. Segue que |@(z)| = e ¥p(x) = @(e ¥x). Como |p(z)]

é real, temos

@) = Gle™"x) = Pr(e™"x) < p(e™x) = e |p(z) = p(2).

]

Exemplo 2.3. Seja G = {(z,y) € R?; z = y}. Consideremos p : R?> — R definida por:

p(z,y) = V2% + 92,

temos que p é sublinear. Seja f : G — R definida por f(z,x) = x tem-se que f ¢é linear,

e f(z,x) < p(z, ) para todo x € G, pois
flz,x) =z <|z| = Va2 < Va2 + 122 = p(z, z).
Tomemos os funcionais lineares
F:R* —R; Fy(z,y) =u1;

F,:R? —R; Fy(z,y) =y.

Note que, Fi|g = f e F3|g = f. Além disso, temos
Fi(z,y) =z < |zf = Va? < Va? +y? = p(a,y)

Fy(z,y) =y < |yl = V2 < Va2 + 2 = pla
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o que mostra que o funcional que estende f nao é necessariamente tnico.

2.3 Extensao tnica de Hahn-Banach em Espacos de

Hilbert

O Teorema de Hahn-Banach, conforme apresentado até o momento, assegura ex-
tensoes de funcionais lineares. No entanto, diante dos resultados apresentados, nao ha
garantia da unicidade dessas extensoes. Porém, ao considerarmos funcionais lineares de-
finidos sobre certos tipos de subespacos de Banach, como espacos de Hilbert, a extensao
de Hahn-Banach de um funcional linear continuo é tnica.

Apresentaremos um resultado que trata da unicidade da extensao de Hahn-Banach
de um funcional linear continuo definido em um subespaco fechado de um espago de

Hilbert:

Teorema 2.4. Sejam H um espago de Hilbert e S um subespaco fechado de H. Entao

qualquer funcional linear continuo em S tem uma unica extensao de Hahn-Banach para

H.

Demonstracao. Seja f : S — K um funcional linear continuo. Por hipoétese, H é um

espaco de Hilbert e S um subespaco fechado de H, logo pelo Teorema, [1.36
H=S5S&5,
em que S = {z € H: (x,u) =0, Yu € S}. Defina F: H — K por
F(z) = f(ps(x)), Yx € H,

sendo pg(x) = = a projegao ortogonal de  em S. Vamos mostrar que F' é uma extensao
de Hahn-Banach de f. Note que F' é linear continuo. Temos que para cada x € S,
ps(x) = x, o que implica em F(x) = f(ps(z)) = f(x), ou seja, F' é uma extensao de f.
Resta mostrar que ||F'|| = ||f||. Sendo F' uma extensao de f segue que ||F|| > || f||. Por

outro lado, para cada x € H podemos escrever

z =1z —pg(z) + ps(x) com x — pg(x) € S e pg(x) € S. (2.3)



Capitulo 2. Versoes do Teorema de Hahn-Banach 31

Dali, pelo Teorema de Pitagoras obtemos,
2] = llz — ps(@)|I* + lIps(@)|* > ps()|?, Vo € H.
Logo, ||ps(z)|| < ||z|| para todo x € H. Entao,

[F(2)| = [f(ps(@))] < [[fHlps ()| < W fllzll, Vo € H,

segue que ||F|| < ||f||. Portanto, F' é uma extensdo de Hahn-Banach de f. Agora
mostraremos que dada qualquer G extensao de Hahn-Banach de f pelo Teorema |1.37

existe um tnico b € H tal que
G(z) = (2,b), Yo € H e |G| = ||b].
Entao, para cada z € S temos

f(x) = G(z) = (x,b) = (2,0 — ps(b) + ps(b))
= (z,b —ps(b)) + (x, ps(b)) = (z,ps(b)),

o que por sua vez implica em || f|| = [|ps(b)||. Logo, [|b]] = [|G|| = [|f]| = |lps(b)|| e sendo
1)1 = ||b — ps(b)]|* + ||ps () ||* segue que b— ps(b) = 0, ou seja, b = ps(b). Dai, para cada

x € H temos

G(z) = (2,b0) = (z,ps(b))
= ((z — ps(z)) + ps(z),ps(b)) = (v — ps(x), ps(b)) + (ps(), ps(b))
=0+ (ps(x),ps(b)) = f(ps(x)) = F(x).

Portanto, a extensao de Hahn-Banach de f é tnica. O]

Observacao 2.5. Além disso, é possivel observar a unicidade da extensao de ¢y para
l~. De modo anélogo, esse resultado também se aplica aos espagos ¢y(X,,), onde (X,,)nen
é uma sequéncia de espacos normados. Para um estudo mais detalhado, recomenda-se

consultar a referéncia [2].
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2.4 Versao Vetorial do Teorema de Hahn-Banach

Visto que o Teorema de Hahn-Banach garante a extensao de funcionais lineares,
dedicaremos nossa atencao agora a possibilidade de estender operadores lineares continuos.
Em outras palavras, se G é um subespago de um espago normado F e T' € L(G, F), entao
sempre existira um operador T € L(E, F) que coincide com T em G, desde que certas

condicoes sejam satisfeitas.

Proposigao 2.6. Seja F' um subespago do espaco de Banach E. As sequintes afirmagoes

sao equivalentes:

(a) Existe uma proje¢io P : E — E cuja imagem coincide com F. Neste caso dizemos

que P € uma projecao de E sobre F';

(b) F é fechado e eziste um subespago fechado G de E tal que E = F @& G, isto ¢,
E=F+GeFnG={0}.

Neste caso F = {x € E: P(x) =z} e G = ker(P).

Demonstracao. (a) = (b) Provemos primeiramente a igualdade F' = {x € F : P(x) =
z}. Se x € F, tomando y € E tal que P(y) = z resulta que x = P(y) = P(P(y)) = P(x).
Se © = P(z), entao segue que x € Im(P) = F. Consequentemente, considerando Idg o

operador identidade em FE, é verdade que
F={rxcE:Plx)=a}={rcE:(P—-Idg)(zr) =0} = (P—Idg) *({0}),

é fechado, visto que imagem inversa do {0} é fechado pela fungao P — Idg. Tome agora
G = ker(P). E claro que G é subespaco fechado de E. Para todo x € E vale que
(x—P(x)) € G, P(x) e Fex = ((xr — P(x))+ P(z)). Sexz € GNF, temos = = P(x)
pois x € F' e P(x) =0 pois x € G. Segue que x = 0.

(b) = (a) Para cada z € E, existem tinicos 71 € F e x5 € G tais que ¥ = 71 + 5. E
imediato que o operador P : F — E dado por P(x) = z; estd bem definido, ¢ linear,
P? =P, Im(P) = F, ker(P) = Ge F ={x € E: P(xr) = x}. Resta prova que P ¢

continuo. Para isso seja (r,)%°; uma sequéncia em FE tal que z,, — z e P(x,) — v.
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Para cada n, escreva x,, =y, + 2, com y, € F e z, € G. Entao

Como G ¢ fechado, v —y € G, e portanto P(z) = P(y). Por outro lado, y, = P(z,) — ¥.
Como F' é fechado, y € F. Assim, y = P(y) = P(z). Ou seja, pelo Teorema resulta

que o operador linear P é continuo. O

Definicao 2.7. Um subespaco F' do espaco de Banach E é complementado se satisfaz as
condigoes equivalentes da Proposicao 2.6, Dizemos que F' é A - complementado, A > 1,

se F' é complementado por uma projecao de norma igual a \.

Observacgao 2.8. Segue assim da Proposicao que todo subespac¢o complementado de

um espaco de Banach é fechado.

Exemplo 2.9. Todo subespago de dimensao finita de um espaco de Banach é comple-
mentado. Com efeito, seja F' um subespaco de dimensao n do espaco de Banach E e

{e1,€9,...,€e,} uma base para F. Para cada j = 1,...,n, considere o funcional linear
n

continuo ¢; € F’ dado por ¢, (Z akek> = a;. Pelo Teorema de Hahn-Banach existe
k=1
p; € E' extensdo de ¢; a E, j = 1,...,n. Resta assim, mostrarmos que o operador
n

P = Z ©;®e; ¢ uma projecao de I sobre F'. Para isso, se faz necessario garantirmos que
j=1
P? = P, sendo assim, suponha = € E aplicado em P, logo temos que P?(z) = P(P(z)),

dai, segue que:

P2(z) = P(P(s)) = Zn;@» o (Z Fre ek<x>>
— il 0; Qe (i @k(x)ek>
_ ji@- (Z mx)ek) 8
_ Zn;wx)ej

= P(a),

Agora, vamos mostrar que Im(P) = F. Dado y € F, sabemos que y pode ser
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n
escrito como y = E ajej, para algum conjunto de escalares ap,as,...,a,. Nesse caso,

j=1
n

podemos escolher z = g arep e temos:
k=1

P(z) = Z oi(r)e; = ZQZ] (Z akek> e; = Zajej = .
j=1 j=1 k=1 j=1

Portanto, y pertence a imagem de P. Isso mostra que I'm(P) = F. Assim, como P? = P
e Im(P) = F, concluimos que o operador P é uma projecao de F em F, logo, F ¢é

complementado.

Exemplo 2.10. Sejam E e F espagos de Banach. Por meio da projegao (z,y) € EXF —
(x,0) € E x F, vemos que E = E x {0} é 1- complementado em E x F.

De fato, para mostrar que £ = E x {0} é 1-complementado em E x F', precisamos
encontrar um subespaco G fechado de £ x F tal que E x {0} &G = E x F e ||P| <1,
onde P ¢ a projegao de E x F em E x {0}. Considere G = {0} x F', ou seja, G consiste de
todos os elementos de F x F' cuja primeira componente é zero. Primeiro, vamos verificar
que E x{0}NG ={(0,0)}. Se (z,0) € E x {0} e (0,y) € G, note que (z,0) € G quando
z = 0, de modo anélogo, (0,y) € E x {0} quando y = 0, ou seja o unico elemento que
estd em ambos os conjuntos é (0,0), o que implica que a tnica interse¢ao entre E x {0}
e G é o ponto (0,0). Agora, mostraremos que F x {0} + G = F x F. Dado um elemento
(x,y) € E x F, podemos escrevé-lo como (z,y) = (z,0) 4+ (0,y). O primeiro termo (x,0)
esta em E x {0} e o segundo termo (0,y) estd em G. Portanto, E x {0} + G = E x F.
Resta verificar que || P|| = 1, suponha (z,y) € E X F, tal que (z,y) # (0,0) e ||(z,y)| <1,
note que

1P, y)ll = (=, 0)] = [l«] <1,

tomando o supremo em ambos lados obtemos que
1Pl <1,

assim, como P é uma projegao sabemos que || P|| > 1, logo resulta que || P|| = 1. Portanto,

segue que E = E x {0} é 1-complementado em E x F com G = {0} x F.

Exemplo 2.11. Sabemos que um subespaco nao-fechado de um espaco de Banach nao é
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complementado. Por exemplo cyg nao é complementado em c¢g, visto que oy nao é fechado.

Uma vez definidos os conceitos de projecao e subespagos complementados, po-
demos garantir que os operadores definidos em subespacos complementados podem ser

estendidos, mantendo sua continuidade a todo o espaco.

Proposicao 2.12. Sejam G um espaco vetorial normado, F um subespaco complementado

do espago de Banach E ¢ T € L(F,G). Entio existe T € L(E,G) extensio de T a E.

Demonstracao. Como por hipétese ' é um subespaco complementado do espago de Ba-
nach E, entdo, existe uma projecdo P de E sobre F. Assim, dado T' € L(F,G), defina
T=ToP:E—G que por sua vez estende T'. Assim, resta mostrarmos que T & linear

e continuo. Referente a linearidade, sejam =,y € F e a € K, temos:

(P(x) +aP(y)) (projegao é linear)
(P(z)) 4+ aT(P(y)) (T é linear em F)
(

Portanto, T' é um operador linear de E em G. Resta assim, mostrarmos que 1" é continuo:

1T (@)l = [[T(P ()]
<|IT|| - ||P(x)|| (T é continuo e P é uma projecao)
<IT- 1P| - 2]l (P é contimuo)

<70 - flll,

assim, T é continuo e portanto 1T € L(E,G). ]

Entretanto, quando o subespaco nao é complementado, ao contrario dos funcionais
lineares continuos, os operadores lineares continuos nem sempre podem ser estendidos de
forma continua. Em outras palavras, nao existe uma versao vetorial do Teorema de Hahn-

Banach.

Exemplo 2.13. O subespacgo ¢y das sequéncias convergentes a 0 nao ¢ complementado

no espacgo /., das sequéncias reais limitadas.
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Proposicao 2.14. Sejam E um espaco de Banach e F um subespaco nao-complementado
de E. Entao nao existe operador linear continuo T : E — F' tal que T(x) = x para todo

x € F, ou seja, o operador identidade em F nao pode ser estendido continuamente a E.

Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que existe um operador linear continuo 7' : £ — F
tal que T'(z) = x para todo z € F'. O operador inclusdo dado por ip : FF — FE tal que
ip(r) = x, é linear e continuo, logo ir o T' é um operador linear continuo de £ em FE.
Como T'(x) € F para todo x € E, segue que T?(x) = T(T(x)) = T(x) para todo x € E.
Assim, temos que ip o T é uma projecao de F em F', garantindo F' ser complementado, o

que contradiz a hipotese de F' nao ser complementado em F. O

Mesmo nao havendo uma versao vetorial do Teorema de Hahn-Banach, esta aberta
a possibilidade de que operadores lineares continuos em determinados espacos possam ser
estendidos de forma continua. Por exemplo, operadores lineares continuos que mapeiam

para o espaco {o, podem sempre ser estendidos preservando a norma.

Teorema 2.15. (Teorema de Phillips) Sejam F um subespaco do espago normado E e
T € L(F,ly). Entio existe T € L(E,ly) extensio de T a E. Mais ainda, |T|| = || T]|.

Demonstracao. Para cada n € N, considere o funcional linear continuo de norma 1 dado
por

On il — K, @ ((%);’il) = a,.

Entéo ¢, 0T € F' para todon e T'(z) = ((¢n o T)(x)),-, para todo z € F. Pelo Teorema
de Hahn-Banach, para cada n existe @, extensdo de ¢, o T a E com |, o T|| = ||@x]-
Assim, defina

T:E— Uy, T(x)=(pn(x))r,.
Note que, T estende T e é linear, visto que dados =,y € F e a € K, segue que
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Por fim, temos que

1T () || = sup [@n ()] < sup [|@nl] - [Jz]| = sup [|@n o T| - [|]

< sup [nll - 1T - [l = 17 - [l]]-

E portanto T é continuo e | T|| < ||T||. Resta mostrarmos que |7 < |7, note que como

F CE, |T| e |T|| sdo dadas, respectivamente, por:

1T} = sup{IT'(@)[| - |« <1, © € E},

e

1T} = sup{IT'(2)[| - [l=]] <1, = € F}.
Ou seja, ||T|| < ||IT, que por sua vez implica que ||T| = ||T|. Concluindo assim a
demonstracao. O

Corolario 2.16. Se (, ¢ subespaco fechado de um espaco de Banach E, entao € 1-

complementado em E.

Demonstragao. Considere o operador identidade dado por id : lo, — Lo, id(z) = x.
Como por hipotese £, é subespaco fechado de um espago de Banach E, entao pelo Teorema
2.15|existe T': E — (, extensao de id a F tal que ||T'|| = ||id|| = 1. Agora, considerando
¢ a inclusao de ¢, em E, podemos definir 0T : E — E uma projecao de E em /., tal
que ||(ioT)|| = 1. De fato, note que, dado x € E, i(T(x)) = z, pois T'(z) € { e i mapeia

uma sequéncia em /., para um valor correspondente em F, segue assim que

(i0T)*(x) = i(T(x))* = i (T(i(T(x))))
=i(T(x)) = (ioT)(x).

Ou seja, (10 T) é de fato uma projegao de E em /... Resta mostrarmos que |[[i o T|| = 1.

Com efeito, note que dado = € E tal que ||z|| < 1, segue que

1o T)(@)lew = (T (@)l = [l <1,

Tomando o supremo em ambos os lados, implica que ||(i o T)|| < 1. Por outro lado, como
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(1 0T) é uma projecao, segue que ||(ioT)| > 1, logo ||(i o T)|| = 1. Resultando assim,

que f, é 1-complementado em E. O
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Capitulo 3

Aplicacoes do Teorema de

Hahn-Banach

3.1 Corolarios do Teorema de Hahn-Banach

Apresentaremos a seguir aplicacbes do Teorema de Hahn-Banach. O primeiro
corolario trata-se de um resultado analogo ao teorema principal, representando uma flexi-

bilizacao do mesmo. Os demais corolarios que serao apresentados derivam deste primeiro.

Corolario 3.1. (Teorema de Hahn-Banach) Seja G um subespago de um espag¢o normado
E sobre K =R ou C e seja ¢ : G —> K um funcional linear continuo. Entao existe um

funcional linear continuo ¢ : E — K cuja restri¢io a G coincide com ¢ e ||@|| = ||¢|l-

Demonstragao. Sejap: E — R tal que p(x) = ||¢||-||z||. Note que p satisfaz as condigoes
(2.1) e (2.2) do Teorema , visto que dados z,y € E e a € K, temos que

plaz) = |[@l - [laz|| = [al - o]l - 2]l = [a] - p(2)

p(x+y) = lloll - lz + yll < llell -zl +llell - llyll = pl2) + py).

Queremos mostrar que ¢(x) < p(x) para todo x € G. Assim, note que para o caso onde

x = 0 o resultado segue de modo direto. Deste modo, suponha que = € G tal que = # 0,
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logo Hi—” tem norma 1. Dali,

pla) <ol - NIzl = p(z).

Assim, pelo Teorema [2.2] existe $ : E — K linear que estende ¢ tal que |p(z)| < p(z)
para todo z € E. Dai, |p(x)| < ||¢]|-||z|| para todo z € E, logo ¢ € E’. Resta concluirmos

que ||@]] = ||¢||. Com efeito, se x € E tal que ||z|| < 1, entao

o) < llell - llzll < llell

implica [|@|| < [|¢||- Por outro lado, como G C E, ||¢|| e ||¢]| sdo dadas, respectivamente,

por:
el = sup{lp(2)] : lz] <1, 2 € G}
e
181 = sup{lp(@)] - llofl < 1, = € B},
ou seja ||| < [|@]], que implica em ||| = ||@|| 0 que conclui a demonstragao. O

Corolario 3.2. Seja E um espaco normado. Para todo v¢ € E, xq # 0, existe um

funcional linear ¢ € E' tal que ||¢|| =1 e o(xo) = ||zo]|-

Demonstragao. Considere G = [x9]) € E e ¢ : G — K um funcional linear tal que
o(axg) = al|lxo||. Note que, (xg) = ||xo||, além disso para qualquer x # 0 em G com

r = a-xo para algum a € K, temos que

@) _ letazo)l _ lalle(@ol _ et _ Jlzoll _
] lazo] |alllzoll lzoll - ol
logo tomando o supremo em ambos os lados, obtemos ||¢|| = 1. Assim pelo Corolario

.1 existe um ¢ : E — K, extensao de ¢ tal que [|¢] = ||¢| = 1. Ou seja, [|¢]| =1 e
o(zo) = ||zol|, para todo xy € E. O
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Corolario 3.3. Sejam E um espag¢o normado, E # {0} e x € E. Entdo

lz]l = supfle(x)] : ¢ € E" e [lo]l <1} = max{[o(z)] : ¢ € E' € [|o]| = 1}.

Demonstracao. Para cada funcional p € E'| ||¢]| < 1, é imediato que |p(z)| < ||¢l - [|z]] <
||z||. Tomando o supremo, implica que sup{|p(z)|: ¢ € E' e ||¢]| < 1} < ||z||. Por outro
lado, seja z # 0, pelo Corolario 3.2 existe ¢1 € E’ tal que ||¢1]| = 1 e p1(z) = ||z|. Entdo,
lall € (o) 9 € B e llgl] < 1}, com isso Jla]] < sup{lp(e)] : ¢ € E' e ] < 1.
Portanto, segue que

2]l = sup{le(x)] : ¢ € E e [|o]| < 1},

e mais que isso, como @1(x) = ||z e ||¢1]| = 1, entdo

2] = max{|p(z)] : ¢ € E" e ||| = 1}.

3.2 Aplicacoes do Teorema de Hahn-Banach para es-
pagos separaveis

Demonstraremos como o Teorema de Hahn-Banach garante resultados valiosos
em relagdo aos espagos separaveis. A seguir, abordaremos como o teorema vincula a
separabilidade de F por meio de seu dual E’, e, juntamente a este resultado, poderemos
garantir a existéncia de um espaco de Banach isometricamente isomorfo a qualquer espago
vetorial normado separavel.

Primeiramente, relembremos que se A é um subconjunto de um espago normado

E e x € E, entao dist(x, A) = inf{|lz —y|| : y € A}.

Proposicao 3.4. Sejam E um espago normado, M um subespaco fechado de E, yy €
E — M ed = dist(yo, M). Entao existe um funcional linear ¢ € E' tal que ||¢|| = 1,
©(yo) = d e p(x) =0 para todo v € M.

Demonstragao. Seja N = M + [yo]. Entao, para z € N existem tunicos a € Ke z € M
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tais que z = x + ayy. Defina
Yo: N — K, yo(r + ayo) = ad.

E claro que @ ¢ linear, po(M) = {0} e que ¢o(yo) = d. Provemos que, |@ol| = 1. Seja
z=1x+ayy € N. Para a # 0,

> dla| = [o(2)],

T
121l = ll= + ayoll = lal - || — = »o

e para a = 0 a desiguldade ||z|| > |¢o(2)| segue diretamente. Assim, ||po|| < 1. Dado

€ > 0, existe z. € M tal que d < ||yo — z|| < d+ €. Seja z. = 2=, Entdo, z. € N,

llyo—zell*

lzell =1 e
d d

— > _
lyo — el — d+e

@0(2’6)

Como € > 0 é arbtrario, segue que ||¢o|| > 1, e portanto ||¢o|| = 1. Pelo Corolario
existe ¢ € E' que estende ¢g a E tal que ||¢|| = ||¢ol| = 1. O

Teorema 3.5. Se £ ¢ separdvel, entao E também € separdvel.

Demonstragao. Seja Sp a esfera unitaria de E', ou seja, Spr = {p € E' : [|¢|| = 1}.
Conforme mencionado anteriormente, um subconjunto de um espaco métrico separavel
também é separavel, logo Sg: é separavel. Seja {¢, : n € N} um subconjunto enumeravel
e denso de Sgr. Para cada n € N, podemos escolher z,, € S de forma que |, (x,)| > %
Denotemos por M = m e provemos que M = E. Suponhamos, por absurdo, que
M seja diferente de E e escolhamos yy € E — M. Pela Proposigao[3.4] sabemos que existe
um funcional ¢ € E' com ||¢|| = 1 tal que ¢(yo) = d = dist(yo, M) e p(x) = 0 para todo

x € M. Logo, temos

o = @ull = sup [(¢ — @n)(@)| = [(¢ — @n)(@n)| = [pnlzn)] >

r€BE

N | —

No entanto, isso é um absurdo, uma vez que {¢, : n € N} é denso em Sp.

Portanto, concluimos que M = F, e a separabilidade de E é garantida. O

Veremos agora que a existéncia de um espaco de Banach no qual podemos encontrar
copias de todos os espagos separaveis. Isso significa que tal espaco é grande o suficiente

para conter representagoes de todos esses espacos, tornando-o um espaco de referéncia
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fundamental para estudar propriedades de espacos separaveis de forma unificada.

Observagao 3.6. A volta do Teorema nao é valida pois vista que considerando (¢1)" =

ls, temos que f; separavel, no entanto, seu dual /., nao é.

Proposigao 3.7. Todo espaco normado separdvel € isometricamente isomorfo a um su-

bespaco de l.

Demonstragao. Seja E um espago normado separavel e D = {z,, : n € N} um subconjunto
enumeravel denso em F. Podemos supor claramente que 0 ¢ D. Pelo Corolario para
cada n € N, existe um funcional linear ¢, € E’ tal que ||| = 1 e pn(z,) = ||z
Consideremos o operador

T:E—ly, T(x)=(pn(z))>=

n=1"

E evidente que |¢, ()| < |l¢nll||lz|| = ||z|| para todos n € N e x € E, portanto T esta bem
definido no sentido de que (p,())5, € ¢+ para todo z € E. Além disso, T' ¢ claramente
linear e

1T ()|l = sup{[en(x)] - 7 € N} <[], (3.1)

o que prova, em particular, que T é continuo. Observamos que

1T (zx)l| = sup{len(ae)] - n € N} > [oor(2x)] = [lz]], (3.2)

para todo k € N. Combinando (3.1)) e (3.2)), concluimos que ||T'(z)|| = ||zx| para todo
k € N. Devido a densidade do conjunto {z, : n € N} e a continuidade da funcao
r € E — ||T(x)] € R, segue que ||T(x)| = ||z|| para todo x € E. Assim, T é um

isomorfismo isométrico entre £ e T(F) C (. O

3.3 Formas geométricas do Teorema de Hahn-Banach

Apos termos abordado tanto a forma analitica, quanto a versao vetorial do Teorema
de Hahn-Banach iremos nesta se¢cao demonstrar as formas geométricas do teorema. Estes
resultados afirmam que, em um espago normado E sobre R, se dois subconjuntos A e B nao
estao fortemente interligados, existe um funcional linear continuo ¢ em E que estabelece

o(x) < ¢(y) para todos z em A e y em B. Em circunsténcias especificas, podemos até
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garantir que sup{¢(z) : © € A} < inf{o(y) : y € B}. Essa perspectiva nos permite
interpretar ¢ como um "separador"entre A e B, caracterizando esses resultados como
Teoremas de Separagao. Trata-se de uma generalizagao poderosa do resultado classico
que afirma que, em um espaco euclidiano, dois conjuntos convexos disjuntos podem ser
separados por um hiperplano. Além disso, o teorema esta intimamente ligado a questoes
de topologia e geometria. Ele fornece uma maneira de entender a separacao de conjuntos

em espacos abstratos através de propriedades lineares e normas.

Definigao 3.8. Seja V' um espago vetorial nao nulo. Um hiperplano de V' é um subespago

W #V tal que se Wi é um subespago de Ve W C Wy, entao Wy =V ou Wy = W.

Exemplo 3.9. Em R? os hiperplanos sao retas que separam o espaco.

Figura 3.1: Hiperplano no R?

Fonte: Captura de tela

Exemplo 3.10. Em R? os hiperplanos sao precisamente planos que separam o espaco.

Figura 3.2: Hiperplano no R?

[ 1 2

Fonte: Captura de tela

Proposicao 3.11. Sejam V' um espago vetorial, V' # {0}, e W um subespago de V.
Entao, W € um hiperplano de V' se, e somente se, existe um funcional linear nao nulo

0 : V = R tal que ker(p) = W.
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Demonstrag¢ao. Suponha que W seja um hiperplano de V. Como W # V., podemos
escolher vy € V — W. Tomando W' = [W U {vp}], como W C W' e W # W', temos
W' =V. Assim, segue facilmente que cada v € V pode ser escrito de maneira tinica como
v =u+avy, comu € W ea € R. E imediato que o funcional ¢ : V — R, definido
como ¢(u + avy) = a, € ndo nulo, linear e ker(p) = W. Reciprocamente, seja ¢ : V' — R
um funcional linear ndo nulo tal que ker(y) = W. E claro que ker(p) # V, pois ¢ # 0.
Seja Wi um subespago de V' tal que ker(¢) C W;. Basta mostrar que se ker(yp) # Wy,
entdo Wy = V. Suponha entdo que ker(p) # W e escolha vy € Wy — ker(p). Para

um dado v € V, tomando u = v — sf((:())) v, temos u € ker(p) C Wi. Agora segue que
— e(v)
U_u+go(vo)U0€W1‘ ]

Definigao 3.12. Se H ¢é um hiperplano de V e vy € V', o conjunto vy + H = {vg + v :
v € H} é chamado hiperplano afim de V.

Da Proposicao segue que os hiperplanos afins de V' sao precisamente os con-
juntos da forma {v € V : p(v) = a}, em que ¢ é um funcional linear ndo nulo em V' e a

¢ um numero real. Dai, chamaremos os hiperplanos afins simplesmente de hiperplanos.

Proposicao 3.13. Seja H = {z € E : p(x) = a} um hiperplano de um espago normado
E, em que ¢ € um funcional linear em E e a € R. Entao, o hiperplano H é fechado se,

e somente se, o funcional linear @ € continuo.

Demonstragdo. Supondo ¢ continuo, o hiperplano H = ¢ !({a}) é fechado pois ¢ a
imagem inversa de um conjunto fechado por uma fung¢ao continua. Reciprocamente,
suponha que H seja fechado. Entao, £ — H é aberto e nao vazio, logo existem xo € EF— H
e r > 0 tais que B(zp;r) € E— H. Como p(z9) # a, podemos supor, sem perda de
generalidade, que ¢(zg) < a.

Afirmacao: ¢(z) < a para todo z € B(xo;r).

pla1)—a

De fato, se existisse 21 € B(wo;7) com ¢(z1) > a, tomando ¢ = -5~ terfamos
trg+ (1 —t)xy € B(xg;r) e
Pt (1)) = tplzo) (1 t)p(er) = — PN L) PENZ ANy
(1) = ¢(20) (1) = ¢(z0)

A afirmacao segue, pois isso contradiz o fato de B(zo;r) C E — H. Portanto, ¢(zg) +
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ro(z) = p(rg +12) < a para todo z € E com ||z|| < 1. Como || — z|| = ||z||, segue que
To) —a a— oz
()0( 0) < 90(2) < 90( 0)’
r r
para todo z € E com ||z]|] < 1. Isso implica que ||¢|| < “_iﬂ, 0 que garante a continui-
dade de . O]

A seguir falaremos sobre o funcional de Minkowski, que nos seré tutil para obtermos

as formas geométricas do Teorema de Hahn-Banach:

Definicao 3.14. Seja C' um subconjunto convexo, aberto e que contém a origem do

espaco normado E. A aplicagao
pc: B — R, pc(:c):inf{a>0:z60},
a

¢ chamada funcional de Minkowski de C.

Proposicao 3.15. O funcional de Minkowski possui as sequintes propriedades:
(a) pc(bx) = bpe(x) para todo b > 0 e todo x € E.
(b) C={x € FE:pc(x) <1}
(c¢) Existe M > 0 tal que 0 < po(x) < M||z|| para todo x em E.

(d) pc(x+y) < pe(x) + pe(y) para quaisquer x,y € E.
Demonstragio. (a) po(br) =inf{a>0:2 € C} =b-inf{a>0:% € C} = bpc(x).

(b) Como C' é aberto, para todo z € C existe ¢ > 0 tal que (1 +¢)x € C. Assim,

W € C e, portanto, pc(r) < (1 +¢)7! < 1. Reciprocamente, se pc(z) < 1,

entao pela definigao de infimo existe 0 < a < 1 tal que ¥ € C'. Como C ¢ convexo,

temos z =a- (%) +(1—a)-0€C.

(c) Seja r > 0 tal que B(0;r) C C. Para 0 < s < r, temos SH;—” € C para todo xr € F,

z # 0. De (a) e (b), segue que pe(x) < 12 para todo = € E nao nulo. E claro que

S

essa ultima desigualdade também vale para x = 0, e consequentemente o resultado

esta provado com M = 1/s.
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(d) Sejam z,y € E e € > 0 dados. Vamos mostrar que m € C. Com efeito, por

(a),

x 1
po (pc(x) +5) o pel) <1,

Yy

e por (b) segue que 2ot € C. Da mesma forma, potTE € C. Como C é convexo,

i)%
._ pc(®)+e
tomando 0<t:= Im < ]., temos
r+y x Y
=t +(1—t)—2—
@ o 12 e re 0 Doty e

cC.

De (a) e (b), concluimos que

1 _ T +y
po(@) T pely) T POl Ty = e (pc<x> el 28) <

e portanto po(z +y) < pe(z) + pe(y) + 2. O resultado segue fazendo € — 0.
0

Com isso, nosso objetivo é aplicar o Teorema de Hahn-Banach com o funcional de
Minkowski tomando o papel do funcional p presente no teorema para obtermos as formas

geométricas do mesmo.

Lema 3.16. Seja C' um subconjunto convexo, aberto, proprio e nao-vazio do espago nor-
mado E, e sejaxy € E—C. Entao, existe um funcional linear ¢ € E' tal que p(x) < p(z0)

para todo x € C.

Demonstragao. Suponha que 0 ¢ C. Escolha zy € C, considere D = {x — 25 : x € C'} e
chame yo = xg— zo. Assim, temos yg ¢ D, 0 € D, e D é convexo e aberto. Podemos entao
considerar o funcional de Minkowski pp de D. Definindo G' = [yo] € g(tyo) =t - pp(yo)

para todo t € R, obtemos g(x) < pp(x) para todo x € G. De fato, para t > 0,
9(tyo) =t - pp(yo) = o (tyo),
pela Proposicao [3.17] (a). E para ¢ <0,

g(tye) =t -pp(yo) <0 < pp(tyo),

pois pp(z) > 0 para todo z € E. Pelo Teorema [2.2] existe um funcional linear ¢ : E — R
tal que ¢(x) = g(z) para todo x € G e p(x) < pp(x) para todo = € E. Pela Proposigao
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3.15| (¢), existe M > 0 tal que p(z) < pp(x) < M||z|| para todo x € E, o que garante a
continuidade de ¢. Da Proposicao (b), segue que ¢(y) < pp(y) < 1 para todo y € D.
Como pp(yo) > 1 pois yo ¢ D, temos

e(y) <1 <pp(yo) = 9(y) = (o) = ¥(xo — 20)

para todo y € D. Da desigualdade anterior e da definigao de D, segue que

p(r) = @(r — 20) + ¢(20) < @(T0 — 20) + p(20) = P(20)

para todo x em C'. Se 0 € (', basta tomar 2z, = 0. O]

Lema 3.17. Sejam E um espag¢o normado, o € E' um funcional nao-nulo e A um
subconjunto convexo, aberto e nao-vazio de E. Entdo, p(A) é um intervalo aberto (nao

necessariamente limitado).

Demonstra¢ao. Em primeiro lugar, observe que como ¢ # 0, entao ¢ é sobrejetor, pois
sua imagem é um subespago vetorial de R. Da linearidade de ¢ e da convexidade de A,
segue facilmente que ¢(A) é um subconjunto convexo de R, ou seja, um intervalo. No caso
em que o intervalo ¢(A) for limitado superiormente, chamamos de "a"sua extremidade
superior. Suponhamos que a € ¢(A). Entao, existe z € A tal que p(z) =a e p(y) < a
para todo y € A. Como A é aberto, existe € > 0 tal que a bola aberta de centro z e raio

e esta contida em A. Seja z € F um vetor nao-nulo. Temos que

B 3
2]l

(z — )

|-+

o l2ll = = <
. izl == <e
el 2

Portanto, x + m - z pertence a A. Nesse caso,

a>waJi—z)—w@+ C o) —ad ()
= 2] 2] A

o que nos leva a concluir que ¢(z) < 0. Como z é um vetor ndo-nulo arbitrario em FE, isso
viola a sobrejetividade de ¢, e portanto a ¢ ¢(A). Analogamente, prova-se que se p(A)
for limitado inferiormente, entao ¢(A) nao contém sua extremidade inferior. Portanto,

temos que o intervalo p(A) é aberto. O

Denotaremos a notagao de hiperplano H = {x € E : p(x) = a} pelo simbolo
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Definicao 3.18. Seja E um espago vetorial normado e consideremos A e B contidos em
E. Dizemos que o hiperplano H, [¢ = a], separa A e B se ¢(x) < a para todo z € A e
©(y) > « para todo y € B.

Dizemos que o hiperplano H separa estritamente A e B se existe € > 0 tal que

o(x) < a—¢, para todo x € A e p(y) > a+ ¢, para todo y € B.

Exemplo 3.19. (i) Considere F = R? e H o hiperplano [p = 0], onde ¢(z,y) =
z. Entao, H separa os conjuntos A = B;((1,0)) e B = Bi((—1,0)), mas nao

estritamente.

(ii) Para cada € > 0, H separa estritamente os conjuntos A, = By((1 +¢,0)) e B, =
Bl((_1 — €, O))

iii) H separa os conjuntos A = {(z,y) € R? 2 <0} e
(ii) y

B = {(x,y) cR%: x>0ey> %}, mas nao de modo estrito.

Teorema 3.20. (Primeira forma geométrica do Teorema de Hahn—Banach) Sejam A e
B subconjuntos convexos, nao-vazios e disjuntos do espac¢o normado E. Se A € aberto,
entio existem um funcional ¢ € E' e a € R tais que p(x) < a < ¢(y) para todos x € A e

y € B. Neste caso, diz-se que o hiperplano fechado [p = a] separa A e B.
Demonstra¢ao. Chame C' = {a—b:a € A ebec B}. Note que:

1. C é aberto, pois C' = U({a —b:ac A}).
beB

2. C é convexo, pois para 1,12 € A, y1, 10 € Be 0 <t < 1:

3. @#C # E, pois A e B sao disjuntos e nao-vazios.

Como 0 ¢ C (pois AN B = @), pelo Lema existe p € E' tal que p(2) < p(0) =0
para todo z € C. Logo,

p(r) = p(r —y) + o) < e(y) (3.3)

para todos x € A ey € B. Como B ¢ nao-vazio, definimos a := sup,. 4 ¢(x), um niamero

real.
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E evidente que p(A) C (—o0,al, e a partir de (3.3) concluimos que a < ¢(y) para todo
y € B. Do Lema sabemos que ¢(A) é um intervalo aberto, logo p(A) C (—o0,a),
ou seja, p(r) < a para todo x € A.

[

Teorema 3.21. (Segunda forma geométrica do Teorema de Hahn—-Banach) Sejam A e B
subconjuntos convexos, nao-vazios e disjuntos do espaco normado E. Se A € fechado e B

€ compacto, entao existem um funcional ¢ € E' e a,b € R tais que

p(r) <a<b< oy

para todos © € A ey € B. Para c € (a,b) diz-se que o hiperplano fechado [p = c| separa

A e B estritamente.

Demonstragao. Vejamos que é possivel escolher € > 0 de modo que A+B(0;¢) e B+B(0;¢)

sejam abertos, convexos e disjuntos:

1. Para qualquer escolha de € > 0, os conjuntos A+ B(0;¢) e B+ B(0;¢) sao abertos.
De fato,
A+B(O;5):U(a+BOE UBas

acA aEA

e 0 mesmo ocorre para B + B(0;¢).

2. Para qualquer escolha de £ > 0, como A, B e B(0;¢) sdo convexos, é imediato que

os conjuntos A + B(0;¢) e B + B(0;¢) sao convexos.

3. Basta entdo provar que é possivel escolher ¢ de modo que A+ B(0;¢) e B+ B(0;¢)

sejam disjuntos. Suponha que isso nao seja possivel. Nesse caso, para cada n € N,

Jor(men () 7o

Logo existem sequéncias (z,), C A, (Yn)n C B, e sequéncias (2, )y, (W, ), € B(0; 2)

temos conjuntos nao-vazios

A+ (o

3I>—‘

tais que

xn—i_zn:yn—i_wn
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para todo n € N. Assim,
2
|2 = ynll = llzn — wn|l < " ()

para todo n € N.

Como B ¢é compacto, a sequéncia (y,)>, tem subsequéncia convergente em B, digamos
Yn, — B € B. Por segue que z,, — (. Como A é fechado, sabemos que 8 € A, e
assim 8 € AN B, o que contradiz o fato de serem A e B disjuntos. Fixemos entao ¢ > 0
tal que A+ B(0;¢) e B+ B(0;¢) sejam disjuntos. Pelo Teorema existe um hiperplano
fechado [p = ] de £ que separa A + B(0;¢) e B + B(0;¢). Logo, parax € Aey € B,

@(x) + sup p(z1) <c<o(y) + inf p(z),

|1 ll<e llz2|l<e

e, da linearidade de ¢,

_ z
o(z) +¢ sup go(—) <c<p(y)+e inf @(—2> :
Disso segue que p(z) + ¢||¢|| < ¢ < ¢(y) — ¢||¢|| para todos x € A e y € B. Basta tomar
a:c—%eb:c%—%. O
Corolario 3.22. Seja M um subespaco fechado do espago normado E. Entao, para todo
xrg € E— M, existe um funcional ¢ € E' tal que p(x9) =1 e p(x) =0 para todo x € M.

Demonstra¢ao. Aplicando o Teoremaﬂpara A= M e B ={x}, existem um funcional
$ € E' e c e R tais que () < ¢ < §(xg) para todo x € M. Mas a imagem de um

subespago por um operador linear é um subespago do contradominio, logo ®(z) = 0 para

todo x € M. Assim, ®(zy) > 0 e portanto basta tomar ¢ = CP(i"o) - D, O

Corolario 3.23. Seja M um subespago do espago normado E. Entao, para todo xg € E,
xg € M se, e somente se, p(xy) = 0 para todo ¢ € E' tal que p(x) = 0 para todo x € M.

Em outras palavras,

M = ﬂ{ker(@) o€ FE e M Cker(p)}.

Demonstrag¢io. Suponha zo € M. Para todo ¢ € E' tal que M C ker(yp), temos M C

ker(p) = ker(ip), uma vez que ker(p) é fechado. Reciprocamente, suponha que x¢ ¢ M.
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Como M é um subespaco fechado de E, pelo Corolario existe um funcional ¢y € E’
tal que po(r9) = 1 e wo(x) = 0 para todo x € M. Portanto, xg ¢ N{ker(¢) : ¢ €
E*, M C ker(p)}. O
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Consideracoes Finais

Ao longo deste trabalho, utilizamos conceitos e teorias da Algebra Linear, Espacos
Meétricos e Analise Funcional com o intuito de apresentar o Teorema de Hahn-Banach e
algumas de suas aplicagoes. Desta forma, pudemos analisar as condi¢oes para a extensao
de funcionais lineares, de modo a manter a continuidade e norma desses funcionais.

O Teorema de Hahn-Banach revelou-se uma pega-chave na teoria da Analise Fun-
cional, destacando, sua capacidade de estender funcoes linearmente de subespagos para o
espago vetorial completo, preservando propriedades fundamentais. Exploramos especial-
mente sua versao para operadores lineares continuos, notando sua aplicabilidade em uma
ampla gama de problemas mateméticos e praticos.

A analise das formas geométricas relacionadas ao teorema proporcionou uma visao
Gnica sobre a intersecao entre a teoria funcional e a geometria dos espagos vetoriais.
A habilidade de estender linearmente fun¢oes de maneira continua ganha, assim, um
contexto enriquecedor quando consideramos as relagoes geométricas subjacentes.

A unicidade do Teorema de Hahn-Banach, abordada neste estudo, destaca a singu-
laridade deste resultado, enfatizando sua importancia em diversos contextos matemaéticos.
Este teorema, de certa forma, é universal em sua aplicabilidade, revelando-se uma ferra-
menta matematica de grande versatilidade.

Concluimos, portanto, que o Teorema de Hahn-Banach nao apenas encontra-se
no ambito da abstragdo matematica, mas é uma ponte valiosa que conecta conceitos

fundamentais de diferentes areas.
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